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BIJHOMIEHHA MDK CUCTEMAMM AJIBTEPHATHB TA IXHIMU
MHOXNHAMUA

Cucmemoro anvmepHamug Ha 3adawuitl npeomemuiu obnacmi D mu
HA3UBAEMO 0y0b-KY MAKY MHONMCUHY N-MICHUX HNpeoukamie, wo HA 6CAKIl
008inbHIl n-yi npeomemia 3 D 30iticnioemvbess 0Oun i mineku o0un 3 Hux. Mu
cmasumo nepeo cobow  3a80aHHA  NOOYOO8U 3A2anbHOI  meopii  cucmem
anvmepHamug. Y meKkcmi 3a6epuieHo 3a2aibHUll po32nf0 NUMAHHA,  AKI
BIOHOWEHHS MAIOMb MICYe MIHC MHONCUHAMU MAKUX CUCMeM albMepHAmue Ha
OOHIU D, 8 KodCHY 3 AKUX 6X00sAmb Npeoukamu, [Ki nepedysaomv ) sKOMYCb
Qixcoeanomy BiOHOWLEHHI (MU OOCNIONHCYEMO HECYMICHICMb, J10HC-HECYMICHICMb,
He3anex)cHicms ma CymicHicmy). Jlani posensHymo maki IOHOWIeHHs MIdiC
camumu cucmemamu aivmepHamus Ha oOHIU D, ax odemanizayis ma Kilbka
8iOHOWeHb nepelimenyanus i 3cysy. Ocobaugy yeazy npuoileno y3a2aibHeHHIO
OIHapHUX BIOHOUIEHb 00 N-APHUX 3d 00BLILHO20 HAMYPATLHOZO N.

Knrouoei cnoea: npeouxam, cucmema arvmepHamus, Oemanizayis,
nepetmMeHy8antsl, 3Cye.

We call a system of alternatives on a given domain D any set of n-ary
predicates such that one and only one of them satisfies for any arbitrary n-tuple of
individuals from D. We set ourselves the task of building a general theory of systems
of alternatives. The text completes a general consideration of the question of what
relations hold between sets of systems of alternatives on the same D such that each
of them includes predicates that are in some fixed relation (we study inconsistency,
false-inconsistency, independence, and consistency). Next, such relations between
the systems of alternatives on the same D as detailing and several relations of
renaming as well as displacement are considered. Special attention is paid to the
generalization of binary relations to n-ary ones for arbitrary natural n.

Keywords: predicate, system of alternatives, detailing, renaming,
displacement.

IMocTanoBka npoGiaeMu

Momueauyia. lponoHoBaHa poOoTa € Oe3nocepenHiM MPOIOBKEHHIM
po6otu [1], B sikiit Oyio BBEIEHO MOHSATTS cucmemu aibmepHamusé Ha JOBUIbHIN
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HEMOPOXKHIN MHOXKUHI (TIpeaMeTHiN obnacti) D sk Bcskoi Takoi MHOXKMHU A mipe-
JUKaTiB, 03HaueHuX Ha D, mo Oyap-sKi aABa pi3Hi enemeHTH A HecymicHi Ha D, a
JU3 TOHKIIIS BCiX eleMeHTiB A ToTokHO-icTiHHA Ha D. IIpeaukaru Mu po3ymiemMo
OJIHAKOBO 1 fK BimHomenns Ha D, i sk yukuii Buray f: D" = B misa Beskoro
neN, ne B={1,0} — ue mHoxuHa 3Ha4eHb icTUHHOCTI 1 (icTuHa) Ta 0 (JI0XK,
xu6a). (Ipumimxa. Crix BUOpaBUTH OAPYK, monylueHuid B [1]: Ha c. 85 3amicTh
‘D B mamo 6 6ytu ‘f™: D" > B’; Takox, Ha ¢. 87 3aMiCTh «TPUKyTHHK»
CKpi3b CJiJl YUTAaTU: «PIBHOCTOPOHHIM TPUKYTHHK»). B cuiy icHyBaHHS eKBiBa-
JICHTHOCTI MiX MPEAUKATaMU-BITHOLMICHHIMH Ta MpeaukaTaMu-QpyHKIiIMHU, 3a71a-
Humu Ha onHid D (cmiBBimHomenHs (1) 1 (2) B [1, c. 86]) Mu BeneMo BUKIAA Y
(TpOXM MPOCTIIINX) TEPMiHAX MPEIUKATIB-BIAHOIICHb.

Crpore o3HaYeHHS MOHSTTS CUCTEMU aJbTEPHATUB Y TEPMiHAX MPEIUKATIB
000x BuniB quB. B [1, c. 87—88]. B Tiii ske poOOTI MOKIIAIEHO MOYATOK CHCTEMATH-
YHI o0y/IOBI TEOpii CUCTEM aTbTEPHATHUB 1 (B OCTAHHBROMY PO3/Iijii) 0OTrOBOPEHO
MOXJIMBI chepy 3acTOCyBaHHS Takoi Teopil y Jiorimi, maremaruii, ¢inocodii ta
TICUXOJIOTIT (BCHOTO OKpeciieHo 7 cdep 3aCTOCYyBaHHS).

Hamr reopeTnunmii iHTepec HACTYMHUMA. 3 TOUYKH 30py MaTeMaTHKa MOHSATTS
CHUCTEMH alIbTCPHATHB HE € YAMOCh HOBHM: y PI3HMX MaTeMaTHYHUX Haykax (1 y
¢inocodii, sika JOTUYHA 10 JIOTIKH Ta MATEMATHUKH ) MU HATPATUIIEMO Ha [1€ TIOHATTS
B pI3HUX (DOPMYJIIOBAHHSX; TaK, Y T€OPii MHOXXUH MU HaTPAIUIIEMO HAa HbOTO y
BUIVISAL MOHATTS PO3OUTTS MHOKHMHU (3aMICTh NPEAMKATIB BUKOPHUCTOBYIOTHCS
T€X MHOXXHHH), B a0CTpakTHIN anreOpl — y BUIVISAI MOHATTS PO3OUTTS OAMHUIN
(BEepXHBOTO €JeMEHTAa) PEILIITKH, y Teopii IMOBIPHOCTEH — Yy BUIVISAAI MOHATTS
MPOCTOPY €JEMEHTApHUX MOoAil; y (isocodchKii JIOTIII Ta enicTeMOJIOrii 3a3BH-
4yail TOBOPSATH MPO KiIacudikallii Tam, e MU TOBOPUMO TTPO CHCTEMH aJIFTEPHATHB.
Hame 3aBmanHs — moOyayBaTH CTPOTY TEOPIIO IIHOTO SIBUINA Y CYTO JIOTTYHHX
TepMiHax, a HE y TepMiHaX 3MICTOBHO-MAaTeMaTHYHUX (ITO3JIOTIYHHUX) Yd (iJI0-
codchkux (mo3aHaykoBux). Came ToMy MU OOMpaEMO MiAXia y TEpMiHAX 3HAYCHb
ICTUHHOCTI, IpeAMEeTHUX oOnacTell Ta MpeArKariB, 03HAaUEHUX Ha MPeIMETHUX 00-
nactax. [Ipu upomy ciig nam’sTaTv Ty IPUHIUIIOBY OOCTaBUHY, 1110, X04a Mepei-
YeHl TIOHATTS 1 B3ATI 3 Teopil MOJeNeid, Halll BUKIIAJ € CYTO OHTOJOTIYHHM 1 HE
Ma€e CEMaHTUYHUX KOMITOHEHTIB (fHoKmaaHime auB. [1, c. 85].
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B naniit po60Ti MH IPOAOBKYEMO JBa HAMPSAMKH JOCIIKEHb, HAMIYEHUX
B [1]. A came, MU 3aBepIIyeEMO PO3IIISLA MPOOIEMH MOPIBHIHHS MHOXHH CHUCTEM
aJIbTEpHATUB, y SKI BXOJATH JAEAKl BUIUICH] NMpeauKaTy 3 (piIKCOBAaHUM BiIHOIICH-
HSIM MDK HUMH, Ta MPOAOBKYEMO BUBYEHHS BiJHOLIEHb MK CAMHUMH CHCTEMaMH
abTepHaTuB. Yepes 11e MU IPOJOBKYEMO HyMEpallilo SK MyHKTIB BHKIIAAY, TaK 1
HYMepalilo JOBeICHUX TBEPIKEHb, po3noyari B [1].

3ayesasricenns w000 inmencionanbnozo nioxody. 3 kinng XIX cTomiTtsa B
JIOTII IJIKOBUTO TAHYE eKCMEeHCIOHANbHUL NioXio, 3a SKUM TIpenuKaTtu (0HaKo-
BO, BITHOIIEHHS 4M (DYHKI[i1) OTOTOXKHIOIOThCS 31 CBOiMM TpadikaMu, a BIATAK 1
OTOTOXKHIOIOThCSI MI>K COOOF0 eKBiBalleHTHI npeaukaru. B [1, c. 87] HaBeneno mpo-
CT1 KOHTPIPUKIAJH IO €KCTEHCIOHABFHOTO MiIXO0Y, K1 MOKa3yITh HOro oOMexe-
HICTh B 3arajbHOMY BHUINAJKy. Uepe3 1ie MU IpUHMAEMO iHmeHCIOHanbHUll nioXio,
3a SIKOTO €KBIBaJCHTHI MPEIUKATH HE OTOTOXKHIOIOTHCS, a BIJITAK, MPEAUKATH SIK
TaKi BIAPI3HAIOTHCS BiJ iXHIX rpadikiB 1 €, roBopsiun B TepMiHax Dpere, nepsun-
HUMu TIOA0 CBOIX rpadikis [2, ¢. 26, mpuM.]. OCKIIBKHY XK €KCTEHCIOHATBHUH Mij-
X1J1 3aJIMIIA€THCS 3aCTOCOBHHM 1 BOYKIIMBUM B P/l BUTIAAKIB, HA/Ialli MU BiJ3Haya-
TUMEMO CUTYaIlil, B IKUX IHTEHCIOHALHUHN Ta €KCTCHCIOHAIBHUN TiIXOU al0Th
pi3Hi pesynbTatd (BiAMIHHOCTI B TPaKTyBaHHI NpEAMKATIB 3a 000X MiIXOMiB
ommcadi B [1, ¢. 86—87]).

Haii6inpm 3aranbpHi BiIMIHHOCTI Mk 000Ma ITi/IX0/JaMH HACTYTIHI.

Hexait nano HenmopoXxHro npeAMeTHy o0sactb D Ta HEMOPOKHIO MHOKUHY
Q) npeaukaris, 3a7aHux Ha D. 3a eKCTeHCIOHATBLHOTO MiIXO0Y:

(e1) mst Besakoi D icHye nesika BUIIJIeHA HaO1IbIIa MHOKMHA TIPEIUKATIB,
3amanux Ha D, a came, MHOKMHA Qp 6cix TIPEeIUKaTiB, 3a7anux Ha D; B cuiy oTO-

TOXXHEHHSI IPE/IMKATIB 3 IXHiME Tpadikamu, Qp = ey 2"

(e2) B Qp 1 koxkHOTO 7 € N iCHYy€ OJUH-€JUHUI TOTOXXHO-ICTUHHUN Ha D
npenukar IT™ (a6o 1) i omuH-cauHMI TOTOXHO-XMOHUM Ha D mpemuxar [F "
(a6o 0™);

(e3) B Qp i1 koxkHOTO 7 € N n-MiCcHI IpeIUKATH, 331aHl Ha D, yTBOpIOIOTH
pemitky LM =<Qpl" AP V@ 1™ 07> ne Qp — MHOXMHA n-MicHEHX
npeaukaris, osHadeHux Ha D (Qp”' C Qp), a A® i V? cyTs onepauii B3aTTS

HIWKHBOT Ta BEPXHBOI IpaHel BimmosimHo (30kpema, Hociit Qp® pemritkn LY
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CKJIaflacThesl Behoro jmm i3 aBox enementis 191 0 | gxi MoxkHa OTOTOXKHHTH 3
ictuHot0 1 Ta mokKio 0 BiMOBITHO).

HatowmicTs, 32 iIHTE€HCIOHAJIBHOTO M1 IXOY:

(11) Oyab-sky MHOXHMHY () IpEIMKATiB, 3alaHMX Ha D, MOXHa pO3MIUPHUTH
(32 TOTIOMOTOFO €KBIBaJICHTHHUX TPEIANKATIB); BIITaK,

(1) mnst Oyap-sxoro n € N mana ( MOXe MICTUTH SIKYy 3aBIOJHO KiJTbKiCTh
TOTOKHO-ICTUHHUX Ta TOTOXKHO-XMOHUX Ha D npeaukaris.

CkazaHe o3Hauae, 110 3a IHTEHCIOHAIBHOTO TAX0My /s qaHoi D He icHye
3a37aJIeTib B1IOMOT MHOKMHHU BCiX mpeaukatiB Qp. OgHak, MOXKHAa BBECTH aHa-
JIOT TaKOi MHOXKHMHU. [ OBOPUTUMEMO PO MHOKUHY NPEIUKATIB, 3aJaHuX Ha D, sk
po MHOXKMHY TipeaukatiB #ao D. Ha3zBemo Bcsiky Q Han D racuuenoro, 5. s1. (k-
10 1 TUTBKHU SIKIIO) Ji71s1 KOKHOTO 7 € N 1 1y koxxHOi MHOKMHU M C D" (y Bunan-
Ky npeaukariB-QyHkiii — M C D"xB) Q mictuts 6omaii oaun mpexukar P 3
rpadikom Gp = M; skuo s KoxKHOTO 7 € N 1 KoxkHOT M MHOXKHHA £ MICTUTh PiB-
Ho oauH (6inbiie oxHoro) npeaukar(a) P 3 rpadikom Gp = M, BOHA HA3UBAETHCS
nopo2o6oio (Haonopo2o6oi0); He HACMYEHI MHOKMHU MPEIUKATIB MOXKHA Ha3BaTH
nionopozoeumu, a HaIMoOPOroBi — nepenacuuenumu. I1oporoBi MHOXHHU TpEIU-
KaTiB 32 IHTEHCIOHAJIBHOTO MiJIXOY SIKpa3 1 OyayTh aHAIOTaMU €KCTEHCIOHATBHOI
Qp; 3ayBayKUMO, 110 32 CAMOIO CYTTIO IIOTO MiJIXOy Ha BCsKii maHiii D moxe Oy-
TH OLITBIIE O/THIET TOPOTOBOI Q.

3BizcH MOYKHA BUBECTH iHTEHCIOHAIBHUI aHANIOr Te3u (€3). SIxmo [P "] —
Kiac Beix mpeaukaris 3 Q Han D, exsiBanentaux P™ (ne P™ € Q), a [Q] — MHO-
KMHa BCIX TaKMX KJIaciB ekBiBanenTHOCTI [P "], nig sxux P™ € Q, 10

(13) 3a ¢ikcoBanux D 1 Q, skuio 2 HacuyeHa, TO Uid KOKHOTO 7 € N icHye
pemritka knacis eksiBanzentHocteil [L]" = <[Q]", A®@, V@ [17], [0"]>, ne [Q]™
CKJIaJIa€ThCA 3 KJIACIB €KBIBAJIEHTHOCTI n-MICHUX IIPEIUKATiB, 0 Hanexarb QU a
1™ 10" cyts sakich BuaineHi (GikcoBaHi) TOTOXKHO-ICTUHHHUI Ta TOTOKHO-XMOHMIA
Ha D npenukaru.

EnemenTu Teopii cucreM ajbTepHATHB

Beenemo oxne Hamanm nmotpiOHe mOHATTS. HasuBaTmmMeMo MHOXHHY TIpe-
nukariB Q, 3amaHux Ha D, nosnoro (OLMBII PO3JIOTO: AnbMEPHAMUBHO-NOBHOI))
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a. 5. Oyab-Ka 11 MIMHOKHHA IMONapHO HECYMICHHUX NPEIUKATIB € MiIMHOXXUHOIO
AKOIiCh TaKOi CUCTEMH ajJbTepHATUB Ha D, sika cama € MmiAMHOXKXUHOIO Q.

Takox BHUIIPaBUMO (HOPMYIIOBAHHS JIPYTOrO TMOHSTTS MOPYILIEHHS MEX,
BBeJeHOro y [1, c. 94]. A came, kazaTMMEMO, 110 CHUCTEMA aJIBTEPHATUB A nopy-
wye (BIAMOBIAHO, He nopyutye) mexci neskoro (ikcosanoro npeduxama P™, 5. 5.
xoua 0 oxauH (BIAMOBITHO, KOMIEH) eJIeMeHT A mopymrye (BiAMOBIIHO, HE MOPY-
mye) Mexi npeaukara P; IOHATTS MOpyIIeHHs MEX NPEANKATa IHIIUM TIPEIUKa-
TOM (TIeplIe MOHATTS) JUB. 3a IOCUJIAHHSIM BHILE.

Ilopienanna muoxcun cucmem anvmepuamue. SIxkmo {Ap} (BiAMOBITHO,
{Ar}) — 11le MHOXXMHA BCiX CHCTEM aJbTepHAaTUB Ha D, B sIKi BXOOUTH MpeIUKar
P™ (BigmosigHo, npeaukar R ™) 3 Q, i mix P™ i R™ mae micue skech Bigome Bi-
HouIleHHs *?, MATAETHCA: K CIIBBIAHOCUTUMYTBLCS BiAMOBIIHI iM MHOKHMHK {Ap}
i {Az}? B [1] nocnimkeno tpu Bunaaku: ko P i R exsiBanentni, komu P
symoBmoe (immikye) R ™ (abo, mo te came, P mignopsakoByerses R ™), Hape-
i, komu P™ i R™ B3aeMHO cynepeunusi (KOHTPaJMKTOPHI, albT€pHATUBHI). 3a-
JMIIAETHCS JOCIIIUTH BUNAAKM HecyMmicHOCTI (koHTpapHocTi) P™ i R™, ixHpoi
MiJKOHTPAPHOCTI (JIOXK-HECYMICHOCT1), HE3alleKHOCTI 1, HapemTi, CyMICHOCTI
(Ipy IbOMY MM MPOJOBXKYEMO HyMEpaIliio IIMX BHUITAJKIB, 3a1l04aTKOBaHy B [1]).
Takox, 1751 CUCTEMaTHYHOCT] CJIiJi KOPOTKO PO3MISHYTH BCl 1HII KOMOIHATOPHO
MOXITMBI BUTIAJKH, B SKUX Mk P i R Hemae peryispHOro BiaHOLIEHHS (K Bi-
JIOMO, BCl Taki BHIIAJKU JIETKO BIJCTEXKYIOThCS Ha miarpami Eiinepa-Benna mns
MHOXHMH ICTUHHOCTI JABOX IPEAMUKATIB).

4. Hecymicuicmo/Konmpapnicms. Hexait

VX1 . VX (P, ey X0) A R(X1 ey X)),
10610, P™ 1 R"™ Hecymicui (konmpapni) (cumponiuno: P™ || R™).

B upomy Bumaaky MHOXUHU {Ap} 1 {Az} po30HMBalOTHCS KOKHA Ha JIBi
MIAMHOKHHM: B MEPILiN, Ky MU MO3HaYUMO 4epe3 ‘{Appg}’ (BIOANOBIIHO, Yepes
“{Agp}’), He iCHYE CHCTEM aJbTEPHATHB, AKi O MOPYIIYBaaM MeXi npeankara R
(BimmoBimHo, mpeaukara P™), a B apyril Bei i €JeMEHTH MOPYINYIOTh MEXKi
npemukara R ™ (Bignosigno, npemukara P™); 3po3ymino, mo sAkio 2 HacuyeHa,
o0M/IBl OmHMCaHI MIAMHOXWHU KOXHOI 3 MHOXHH {Ap} 1 {Az} HEmopoxHi.

OueBuano, mo Koxkna Ap (Bigmosimuo, Az) mae Burmag {P™, S\, .. S,
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IF,™, ..., IF,"} (Bimnosigno, {R™, T\, ..., T\", IF;™, ..., IF;‘"}), ne — Tak camo,
AK Y BUNaAKy KOHTpamukTopaux P i R™, akuit omucysases B [1], — 1 <r < m,
1<i,<m, aIF,\", ..., IF,"”” — ne Bci TOTOXHO-xMOHI Ha D npenukaru (OnuH 3
AKUX MOXe 30iraTmca 3 SKMMOCh 13 mpemukaris P™, R™, gxmo ocraHHii
TOTOXXHO-XHMOHMM Ha D; Takok MU JOMyCcKaEMO BUTIAAO0K, Koiu 7 = m = 0 1 CIIUCOK
<IF\", ..., IF,"> moposxHili, T0OTO, KONMU B & He BXOAATH HifKi TOTOKHO-XMOHI
IPEIUKATH, MOXKIIMBO, 3a BUHATKOM mpeaukara P a6o R™). SIkmo npu mpomy
Ape {Apg} (BiamoBimHO, A€ {Agp}), TO, HOAATKOBO, ICHYIOTh MpPEIUKATH
Si", oy S, sxi BxomaTe y cmucok <S$i, ..., Si"> (BimmoBimHO, mpexMKATH
7,7, ..., T,"”, sxi Bxomste y crucok <71, ..., T/>) Taki, mo (S, V ... V §;®) =
R™ (Bimmosimuo, (7, V ... V T,") = P™). Naxi, oueBuaHO, 1o nepetu {Ap} i
{Ar} HETIOPOXHIi, i KOKEH HOro egeMeHT Mae BUNIAL Ap g = {P® R®
e, v IE™, L IF, ™Y, ne Bei Vi, .., V", akmo BoHu € (TOOTO, SKIIO
0 > 0), cyTb 3ailicHeHHi, 1, KpiM Toro, BipHo, o (P V Vi”V ..V V,") = (T, V
S NTMYIROV PV LV ) =SV LV S™). 3Bigcn i 3 monepeaHboro
TBEPIDKEHHST MAEMO, 10 Ap x " " € {App} 1 Tak camo Ap g™ " € {Agp}. A
1€ O3HAYaE, 110 ICHYIOTH JIBa YacTKOBI Bimoopaxkenns ¢p* " ta ¢*,") muoxun {Ap}
1 {Ag} B mepetu {Appg} N {Agp} Taki, 110 BOHM BU3HAUYEHI TOYHO HA MHOXKHHAX
{Apr} 1 {Agp)} BIZTOBITHO 1 3a4aFOTHCS K HACTYITHI ITiICTAHOBKHU:

O*1(Ap) = 0 ({1, ... SV, (R, i@, . V. Ap),

O*AAR) =O0({T1™, ..., T}, AP, )™, .., VL, Ag)
(3amanns BimoOpaxenns 0 nus. B [1, c. 94]).

Bigrak octarouno: sxmo npegukatd P i R™ mecymicHi (koHTpapHi), TO
BIJIMOBIJIHI IM MHOXXMHU cHCTeM anbTepHaTHB {Ap} 1 {Ax} Ha BcAKiM HacHueHIH
Q) 3a yMOBHU He icHyBaHHS Xxo4a 0 B omHil Ap (i Tak camo Ag) mpeaukaris, ski 0
nopyuryBanmu Mexi mnpeaukara R (Bigmosimmo, P ), MaroTh HEmOpoXHi
miAMHOKUHA {Apg} 1 {Agp}, KOTPi, y CBOIO 4Yepry, MalOTh CHUIBHUH KOPiHb;
CHUMBOJIIYHO:

PR A AApm} # O N {Arp} # O — {Apm} W { A}

JUTst BCsAKOT Hacu4eHoi (2 (TMMOHATTS CHJILHOTO KOpeHs auB. y [1, ¢. 96].
4ex. 3a eKCTEHCIOHAIILHOTO MIAXO0MY 3aBXKIM MOXHA MiAiOpaTu Taky €2, Haj
AKOIO MHOKHMHH {Apgi} 1 {Agp} OymyTh HEnopokHiMu mist Oynb-skux P i R™ 3
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Q (mamp., Takoro Oyme (p), TOMY IOIATKOBO IO BCTAaHOBIEHOTO BUIIE MOXHA
c(hopMyIIOBaTH HACTYITHE €K3UCTEHIIIMHE TTOJOXKEHHSI: JIJIsl BCSIKOI HEMOPOXHBOI D
3HalaeThes ( Taka, mo {Apg} #O A {Agp} # 9, a BigTaK
PONR™ — {Apm} W {Arr}.
5. Jlooic-necymicnicmu/Iliokonmpapnicms. Hexait
VX1 o VX0 (P(X1, ooy Xn) V R(X1, ey X)),
10670, P™ 1 R"™ noowc-necymicni (niokonmpapni) (cumpomiuno: P™ vV R ™).

B npomy Bunagky MHOXKUHM {Ap} 1 {Az} He mepeTHHAIOTHCS, a KOKHA Ap
(BiamoBigHO, AR), SIK 1y ABOX MONEPEAHIX BUMAIKaX (CyNEepewInBOCTI Ta HECYMIC-
Hocri) mae Buran {PY, S, .., S, IF,"™, .. IF,™} (Bignosizno, {R",
T, ..., T, IF,"™, ..., IF;™}). JlonaTkoBO 10 IOTO, Y BUIIAJAKY IIiJKOHTPAPHOCTI
(SIK 1 y BUMIQAKY CYNEPEWINBOCTI, ajie He HECYMICHOCTI) Xo4a O OfHH 13 IpeauKa-
TiB P™ i R™ € 3pilicHeHHMM, a TOMY, SKIIO 2 MIOBHA, TO iCHYIOTh TaKi IIPEIUKaTH
U\, ..., U,™, mo ixas am3’ o=KL 31iiiCHEeHHa 1, KpiM Toro, BipHO, mo (U, V ...
VULV SOV L VS =RD1WUYY .. VUYY TV VT =P™ 1e
o3Hayae, IO Bcaka MHoxkuHa (5,7, .., S, UY, .., U, T\, ..,T",
IF,™, .. IF;"} C Q nnsg noBHOi Q € cHCTEMOKO aJbTepHATHB Ha D, fka He BXO-
muth Hi B {Ap}, Hi B {Az}. [lo3HaUNMO BCSKY TaKy CHCTEMY ajbTEPHATHB 4Yepe3
‘A—pr’. OueBUIHO, 10 iCHYIOTH Taki aBa BimobOpaxkenHs ¢ Ta ¢'r'" MHOXUHU
{A—pr} BCIX CUCTEM aJbTEPHATUB BUIIALY A—pr y MHOKUHU {Ap} 1 {Ag}, mo mi
B1JI00paKEHHS 3a/1af0ThCS K HACTYITHI ITiJICTAHOBKH:

Or (A—pr) =0({T\", ..., T/, U\, ..., U,}, {P™}, A—pp),
O (A—pr) =0 ({1, ..., S, U\, ..., U,}, {R™Y, A—pp).

Buxomsuu 3 icHyBanHs BimoOpakenb ¢ Ta @R, MHOKHHY {A—pg}
MOYKHA Ha3BaTH CHiIbHOW 8epxiekoro MHOXKHUH {Ap} 1 {Ar}. [lo3HAuaTIMEMO Bij-
HOILIEHHSI «MHOXHHHU M, 1 M, MaloTh criyibHY BepXiBKy» uepe3 ‘M; M\ M,’. 3Bia-
CH OCTaTo4HO: AKIIO npeaukard P i R™ nox-HecyMicHi (IigKOHTpapHi), TO Bij-
MOBiIHI M MHOXKHMHU CHCTEM anbTepHaTuB {Ap} 1 {Az} MalTh CIIbHY BEPXIBKY
HaJ KO)KHOIO MOBHOIO {2; CHUMBOJIIYHO:

PPV R™ — {Ap} M {Ag}.
6. Hezanexcnicms. Hexait
dxr . A, (P, ey X0) A R(X1, ovey X)) A
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A dxy .. dx, (P, ey X0) A TR(X, .y X)) A

A dxy ... dx, (FP(xa, ...y Xa) A R(X1, .y X)) A

A dxi ... Ix, (CP(xy, ... Xa) A TR(X, ..y X)),
10670, P™ 1 R"™ Hesanexcni (cumBomiano: P™ ||| R™).

B npomy Bunagky MHOXKUHM {Ap} 1 {Az} HE mepeTHHAIOTHCS, a KOKHA Ap
(BimmoBigHO, AR), K 1 y TPHOX IMOMEPEIHIX BUIMAIKAX (CYyNEepEewWIMBOCTI, HECyMiC-
HOCTI Ta JIOXK-HecyMicHOCTi) Mae Bursan (P, S\, .., S, IF,™, ..., IF;™} (Big-
nosiguo, {R", T\, ., T"™, IF,", ., IF;""}). Tlpu upoMy, B CHIy CaMOro
O3HAUEHHS BiJHOIIEHHS HE3alIeKHOCTI OJHOYACHO ICHYIOTH 1 Takl MpeauKaTu
u”, .., U," mo (U™ V ...V U, ") = P™ A R™, i taxi npemuxaru V™, ..., V,®,
mwo (Vi”V ...V V™) ==-P® A -=R™, io06unsi au3’onkuii U,V ... vV U,"” Ta
iV ...V V,™ ognakoBo 3xilicHeHH]. K i y BUIIaJIKy HECYMICHOCTI, 32 HE3aJIEK -
Hocti P™ 1 R™ crin BUALIATA MiAMHOKHHA {Apry} 1 {Arp)} MEOKHHE {Ap} i {Ag},
€JIEMEHTH SKUX HE MOPYIIYIOTh Mex mpeaukarie R™ i P pignosigno. SIxmio
{Apg} 1 {Arp)} HETIOPOXKHI, K 1 y BUNAAKY HECYMICHOCTI, 3HAWIYTHCS MPETUKATH
Si™, oy §, ki BxomaTe y cmucok <S\*, ..., S{> (BiamosimHo, mpexukaru
T,", ..., T, sxi Bxomsts y crmcok <71, ..., T)*>) raxi, mo (U, V ... V U," V
SV V8™ = RY (BignosigHo, (U™ V ... V U, V T, V .. vV T,) = P™).
3Bixcn, Beska MHOXHHA A—pr = (S, ., S8, UY, ..U, T, ., T"7,
IF:™, ..., IF;" C Q e cucteMoro ansrepHaTuB Ha D, sika He BXOIUTE Hi B {Ap}, Hi
B {Az}. A 1e o3Hauae, 110, MOAIOHO O BUMAAKY MiAKOHTPApPHOCTI, 32 YMOBH He-
HOPOXKHOCTI {Apr)} 1 {Arp)} icHYIOTH 1Ba BimoOpaxenus ¢°p" Ta ¢°" MEHOKMHK
{A—pr} BCIX CUCTEM aJIBTEPHATUB BUIVISILY A—p Y TIIMHOKHUHU { A piri} 1 { Agip} MHO-
xuH {Ap} 1 {Ar} Taxi, mo 1i BiToOpaskeHHS 3aJaI0ThCA SIK HACTYIIHI MiICTAHOBKU:

0% (A—pR)=0({T;”, ..., ", U\, ..., U™}, {P™}, A—pp),
0% (A=) =0({S,", ..., S, U\, ..., U™}, {R™}, A—pp).

3Bigcu ocrarouHo: Akmo npeaukatd P™ i R™ HeszanexHi, a miAMHOKHHHA
{Appr;} 1 {Agp} BIAMOBITHUX IM MHOXUH CUCTeM anbTepHaTuB {Ap} 1 {Ag}
HEMOPOXKHi, TO i {Appg} 1 {Agp} MaIOTh CHIJIBHY BEPXiBKY HaJl KOKHOIO TIOBHOIO
(); CUMBOIIIYHO:

POUIR™ A {Apm} O A {Arp} O — {Apr} M {Arpr}

7. Cymicnicmo. Hexai
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dxi ... 3x, (P, .., X0) A R(X, oy X0)),
10610, P™ 1 R™ cymicni (cumBoniuno: P™ o R™).

B npomy Bunanky MHOXUHU {Ap} 1 {Ar} HE IEpEeTHHAIOTHCS, a CaM BHIIA-
JIOK MO€ OyTH ONTMCAHUI €KBIBaJICHITIEIO
P® 5 RW (« P = R(”)) V ( P = R(")) V ( R™ = p(n)) V ( P v R(”)) Vv ( PO ] R("))),
sIKa 03HAYa€, 110 Ha BCAKIN MOBHIM ) MHOXMHHU CUCTEM albTepHATUB {Ap} 1 {Ag}
cymicaux P™ i R™ abo cuHOHIMI4Hi, 460 OIHA 3 HMX YACTKOBO HAKJIAJACThCS Ha
Jpyry, abo K BOHM MalOTh CIUJIbHY BEpXiBKY, a00, HapemITi, 32 YMOBU HETOPOXK-
HOCTI {Appr;} 1 {Agp}, MAIOTH CIIITBHY BEPXiBKY MHOXKHHH {Apr } 1 {Agp}; cUM-
BOJIIYHO:

PP aR™ — ({Ar} > {Ar}) V ({Ar} G {Ar}) V ({Ar} G {Ar}) V

({Ar} AN {ARD) V ({Arr} 7O N {Arp} 7O — {Apm} A {Arp})).

7ex. 3a eKCTEHCIOHAJIBHOTO MiIXOAY CHHOHIMIYHICTh 3aMIHIOETHCS Ha PIB-
HICTb, TOX MAEMO, 1110 Ha {2p MHOXKUHU CUCTEM ajbTepHaTuB {Ap} 1 {Ar} cymicHuX
P™1iR™ aBo piBHi, 260 0J1HA 3 HAX YACTKOBO HAKJIAJACTHCS HA IPYTy, a00 K BOHH
MalOTh CIUIBHY BEpXiBKY, a00, HapeIlTl, 32 YMOBH HEMTOPOKHOCTI {Apzi} 1 {Arp},
MAaIOTh CMUIbHY BEpXiBKY MHOXKHUHU {Apg)} 1 {Agp)}; CAMBOIIYHO:

PO R™ — (({Ar} = {Ar}) V ({Ar} G {Ar}) V ({Ar} G {Ar}) V

({Ar} M {AR}) V ({Apr) # O N {Arp} 79 — {Apr}f A {Agrip})).

8-16. Bumie mu po3iOpanu ciM BUNajKiB OIHAPHUX BiAHOIIEHb MIX Ipe-
nukaramu. [Ipu oMy (SIK J1erko nepexkoHaTucs, noodyayBaBiu giarpamy Einepa-
Benna) a5 1Box npenukartiB icHye 16 komOiHaTOpHUX MoxIuBocTed. OHA 3 HUX
BiJIMOBiTae MOpPOXKHiK D, 1mie ciM BIAMOBITAIOTH BIJHOIICHHSIM €KBIBaJICHTHOCTI
(Bumazmox 1 BuIe), CTPOroro 3yMOBIICHHSI B OJIUH 1 B Apyruit Oik (cmpoee 3ymog-
JIeHHs. O3HAYa€ 3yMOBJICHHS, IIPU SIKOMY BHKJIIOYA€THCS MOXKJIMBICTH €KBiBaJICHT-
HOCTI1), CYNEpEewIMBOCTI (BHITAJI0OK 3 BUIIE), HECYMICHOCTI (BUNAAOK 4 BHIIE),
JIOK-HECYMICHOCTI (BUMAIOK 5 BHILE) Ta HE3AJICKHOCTI (BUIAJOK 6 BHIIE). 3aiu-
IIA€THCS BICIM KOMOIHATOPHUX MOMKJIMBOCTEH, SIKi HE OMHUCYIOTh HISIKUX PETYIsip-
HHX BiIHOILIEHB, a PajIIe 3a1a10Th OOMEXeHHs Ha cami npeaukatd P™ i R™. Tum
HE MEHIIE, KOKEH 13 X BUMIAJIKIB ONMHUCYE JCSIKUA YaCTHHHUHN BUTAJI0K OIHOTO 3
BiHOIIEHD, pO3iOpanux Bumie (Hampukaan, skimo P™ i R™ o1HakoBO TOTOXHO-
ictuHHI Ha D, To BOoHU ekBiBasieHTH1). ToMy 111 KOMOIHATOpPHI BUIIAJAKU HE J10ja-
I0Th HIYOTO HOBOTO JI0 CKa3aHOTO BUIIE, 1 IX HE MOTPIOHO PO3MISIIATH OKPEMO.
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Bionowennsa mixc cucmemamu anomepuamuse. B [1, c. 97] 6y 3amporo-
HOBAHMM MiIX1J IO aHATI3y BIIHOIIEHb MK CHCTEMaMH aJbTEPHATHUB, 32 SKUM Ca-
Mi CHCTEMH aJIbTEepHATUB PO3IVISANAIOTHCS SIK Kiacu]ikalii OKpeMHUX MpeInKaTiB,
BiJITAK CTaBUTHCSI MUTAHHS PO 3AJEKHICTh MK BIIHOIICHHSMH, SIKI MOXKYTh Ma-
TH MiCIIe MDXK TIpeIMKaTaMu, Ta BIJHOMICHHSIMH MK CHCTEeMaMH albTePHATUB, KO-
Tpi CyTh Kiacugikarii MuX MpeauKariB. Aje, OCKUIBKH MH TPH IIbOMY PO3TIISAAE-
MO CHCTEMH aJIbTEpHATUB Ha OMHIH 1 Tii camiii D, 3 TOYKM 30py E€KCTEHCIOHAJb-
HOTO MiJXOAYy II€ TPUBIAIbHO, aJKe BCl MPEeIUKaTH, IKi MU KJIaCH(iKyeMO MOpPIB-
HIOBaHHMHM CUCTEMaMH aJbTEPHATHUB, CYTh TOTOXHO-iCTUHHI Ha D.

HerpuBianpauii miaxig — OAHAKOBO TOYKH 30pY 30py IHTEHCIOHAIBHOI YK
eKCTEHCIOHAIBHOT — MOJKHA 3aIPOIIOHYBATH, SIKIIIO B OCHOBY MOKJIACTH BiHOIIE-
HHSl MDK IIpeIUKaTaMu, sIK1 CKJIaJaoTh caMl IOPIBHIOBAHI CUCTEMH aJbTEpPHATUB.
B Ttakomy pasi crae o4eBHIHUM, IO JUIs TOTO, 00 MK OUIBII HIX JBOMA CHUCTE-
MaMU aJlbTepHAaTUB MaJjo MICIE SIKECh BIIHOIIEHHS — a HAac B HalOUIbII 3aralb-
HOMY BUIAJKYy I[IKaBJISATh CaMe€ n-MICHI BIIHOIIEHHS 3a JAOBUILHOTO 7 € N — 110-
TpiOHO, MO0 MiXK MpeIUKaTaMH, SIKi CKJIaJal0Th TaKi CUCTEMH ajbTePHATUB, ICHY-
BaJIO SIKECh CUMETpUYHE a00 TpaH3UTHBHE MONapHe abo CyKylHe BiAHOIIEHH:S. B
[1] Oyno mocmiKeHO OAMH TAaKUW BHUIAJOK: BIAHOIIEHHS OPTOrOHAJIBHOCTI, SIKEe
nepezndayae MoMapHy HE3aJIeXKHICTh MPEAMKATIB, 110 HajeKaTb OPTOrOHAIBHUM
cucrteMaMm anbrepHatuB (TBepmkenus 9 B [1, ¢. 100]). Hwkue My onumemo Taxi
BIJTHOIIEHHS MIXK CHUCTEMaMHU ajJbTEpHATUB, K JeTali3alis, NepedMeHyBaHHs Ta
JIeK1JIbKA B1HOILIICHb 3CYBY, IIEpIlIe 3 SIKUX 3aCHOBAHE HA BIJHOIIEHH] 3yMOBIICHHS
(mianopsiiKyBaHHSA) MK IpeAuKaTaMH, JApyre — Ha €KBIBaJEHTHOCTI, a BCI 1HIII
nepeadayaroTb CUMETPII0 Ta TPAH3UTHUBHICTH SIK OKPEeMi BIACTUBOCTI (DYHKIIIH, 1110
31CTaBIATUMYTh NPEAUKATH y TOTPIOHOMY BiHOILICHHI.

2. Jlemanizayis. Besika cuctema anpTepHATUB € KiacH(ikaliero (Moaiiom-
posourtsam) CLs mesxoro ¢ikcosanoro npeaukara S (mus. [1, c. 97]. Onnaxk,
SIKIIIO HAIlla CHCTeMa MPeIUKaTiB JOCTaTHRO Oarara, B i Mekax OfuH 1 TOW caMuit
NpearKaT MOXHA po30uTH (K1acu(ikyBaTH) MO-pi3HOMY, B TOMY YHUCII 1 3 PI3HOIO
Miporo geramizamii. CkaxiMo, JTFOIeil MOKHA KIacu(ikyBaTd 3a BIKOM Ha JiTeH i
JOPOCIIHX, B3SBIIM 3a JIHIIO MOALTY BiK (pi31070T1YHOTO BU3pIBaHHS y YOJIOBIKIB
(21 pix) a6o y xkinok (20 pokiB); 1e o3Hayae po30uTTa npeaukara Jloouna Ha
npenukat Jumuna ta Jopociui®. Ane Mu MOKEMO 3IiMCHATH 1 JeTaubHIIITy
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kiacugikaiito, po30UBIIM AiTEH 1 TOPOCIUX HAa MEHII BIKOBI TPYIH; 3pOOUTH 1€
MOJKHA TaKOX PI3HUMHU crioco0amu, 30KpeMa, 3 pi3How nertanizaiieto. Lle mpupon-
HO MPHUBOIUTH HAC JO HACTYNHOTO O3Ha4deHHs. Ha3Bemo cucreMy ajbTepHATHB
Ap={P"}  ma D Oemanizayicio BCAKOI Takoi CHCTEMH albTEPHATHB

Ag={R"} _,maD, nna sxoi icuytors BinHomenns o 3 padikom G, C ApxAg Ta

B® 3 rpadikom Gp C AgxAp Taki, o

1) a® i B? B3aemuo oGepueni: P o R <> R B P mnaBcixie [, j € J;

2) o' € BinoOpaKeHHsM;

3) muoxuna {B(R™)} obpasiB Beskoro R™ e Ag y Bimnomenni B? e
cucTeMoro ansTepHatus Ha dom R ™.

(Baysaocenns. B cuny Teepmxenns 1 3 [1] maoxuna {B(R™)} moxe ckia-
JaTUCS 3 OJHOTO-CAMHOIO €IEMEHTA, eKBiBaneHTHOro Ha D npeaukary R ™).

Mu Ha3UBaEMO CUHOHIMIYHUMY BCSIKI IBI MHOXXUHH MPEIUKATIB, MIXK SIKU-
MU MOKe OyTH BCTAHOBJICHA B3a€EMHO-OJIHO3HAYHA BI/IMOBIIHICTD, KA € CUHOHIMI-
€to (IUB. OCTaHHE MOHATTA B [ 1, ¢. 93-94)).

TBEP/DKEHHS 10. a) Axwo 06i Hempusianvhi cucmemu anbmepHamue
Ha o0Hil D cyms demanizayii o0na 00HOI, mo 60onu CUHOHIMIYHI; b) 3a ekcmeHcio-
HAbHO20 NiOX00Y GIOHOWIeHHs. demanizayii aHmucumempuyme Ha 6y0b-AKiti MHO-
JHCUHT HEMPUBIATLHUX CUCTNEM AIbINEPHATNUB.

Jlosedennsn. Hexall cuctemu ansrepHatus Ap= {P"} | Ta Ar={R"} i
i€ je

Ha D HerpuBianpHi ¥ cyTh Aeramizamii onHa oxHoi. Tomi, 3rigHO 3 MyHKTOM 3)
O3HAueHHs1 TMOHATTA JeTaiizaiii, icHyroTs BigHomenHs Bi® 3 rpadikom
Gp, C ArxAp Ta B,;? 3 rpadicom G, C ApxAg Taxi, mo amst Gyme-sikux P € Ap
ta R™ e Ax muoxkurn {B(P™)} i {Bi(R™)} cyTb cucTeMH albTEPHATUB Ha
dom;P™ ta dom;R "™ BinnosizHo. B cuny myHkry (ii) 03Ha4€HHS MOHATTS CHCTE-
Mu anbrepHatus (auB. [1, c. 87-88]) muoxunu {B(P ™)} mus pisaux P (Biamo-
BimHo, {Bi(R™)} mns pisaux R™) He mepeTHHAIOTLCS MiX COOO00, a AW3 FOHKIIT
iXHIX eleMeHTIB momapHo HecyMicHi. Lle o3Hauae, mo, B crity myHKTIB 1) 1 2) 03-
HAYeHHs IIOHATTS JeTaisanii, koxken P e Ap (Biznosigno, R™ € Ar) Bxomuth B
OfHy 1 TibKK Oy MHOKUHY BUrIsay {Bi(R™)} (Bianosigno, Bursmy {B(P™)})
s nesikoro R ™ e Ag (Bigmosiguo, P™ € Ap).
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Badikcyemo aBa Taki npemukatu P e Api R™ € Ag, o P € {Bi(R™)}.
B cuny exsiBanentii (5) 3 [1, c. 88]

Py \/S<"> =R®, (1)

SO BRON\ (PO
Jns R npu upomy icHyrors a8i MoxksmBocti: R™ € {B(P™)} i R™ & {Bo(P™)}.
[punyctumo, mo R ™ e {B.(P™)}. B Takomy pasi, ananoriuno a0 (1),

R®™ v \/TW =p0, (2)

T(")E {ﬁz(p(n))} \ {R(u)}

3(1)1(2) maemo

P®y\/ \/S(n) v, \/T(n) = P("),

e (RO} \ (PO} TOe (BLP)}\ (R}
110 O3HAYAE, IO IU3 FOHKIT \/S ) Ta \/T @ HE 3/1iH-
S(") € {BI(R (n))} \ {P(Vl)} T(ll) e {BZ(P(N))} \ {R(U)}

cuenni Ha D, a BixTak, B cuiy HeTpuBianbHOCTI Ap i Ag, MHOKHUHEH {S ™} e RO
SWe {By(R™

Ta {T"} nopoxHi, a orke, MHOKUHK {B(P™)} 1 {Bi(R™)}

\ {P®} TWe {B(P)} \ {R™}
CKIIaJalOTHCS KOJKHA 3 OJHOTO eleMenTa, a came: {B(P™)} = {R™} i {Bi(R™)} =
{P™, mpuaomy P™ = R™. Ipunyctumo Tenep, mo R™ ¢ {B(P™)}. B Takomy
pasi icnye sxuiich inmmii P*™ e Ap Takuii, mo R™ e {B.(P*™)}. 3Bimcu maemo
R™E P*™ Ockinbku x P™ || P*™, ane, B cuny (1), P E R™, npuxoaumo 10
cymepednocti P®WE P¥®W A P@ | P*¥" . mo  o3Hauae, MmO IPUIYLIICHHS
R™ ¢ {BA(P™)} xubne. IIpunymenns x R™ e {B(P™)} npuBeno Hac BHIIE 10
BHMCHOBKY, 110 MHOXHHHU {B2(P™)} 1 {Bi(R™)} 0mHAKOBO CKJIANAIOTHCS 3 OJHOIO
eJeMeHTa, i 1i elneMeHTH ekBiBaneHTHi. Takum umHOM, BimHomeHHs B;? i B,?,
pO3MIATyBaHl K (QYHKIII, CyTh B3a€MHO OOEpHEHI BiJOOpa’KeHHS, a BiJITaK MiX
cUCTeMaMH anbTepHaTuB Ap 1 Ag iCHye B3a€MHO-OJHO3HAYHA BiJMOBIIHICTH, SKa
3aMIHIOE MPEIUKaTH Ha €KBIBAJCHTHI iM, a TOMY BiJIOBiJa€ O3HAYCHHIO CHHOHI-
mii. [le moBoauTh myHKT a) TBepmxenus 10.

3a eKCTEeHCIOHAJIBHOTO MMiJIXOAY BC1 €KBIBAJICHTHI MIPEIUKATH CyTh TOTOXHI,
Tomy BimoOpaxkenns B, i B, BcTaHOBIIOBATHMYTH JiaroHaIbHE BiHOMIEHHS Ha
00’eqnanHi Ap U Ag, 3Binku Ap = Ag. Lle noBonuts nmyHKT b) TBepmxenus 10. o
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OcHOBHA BIACTHUBICTh BIAHOIICHHS JeTai3allil HACTyIHA:

TBEPJDKEHHSI 11. a) Bionowenns oemanizayii € 8i0HOUEHHAM K8A3INO-
PAOKY (nepednopsoky); b) na ecsxii nopocosiu Q (abo, wWo me came, 3a eKCmeH-
CIOHANLHO20 Ni0X00y) GIOHOWIeHHs. Jemanizayii € 8iIOHOUEHHIAM YACMKO8020 NO-
PAOKY HA MHOJICUHI HEMPUBIATbHUX CUCTEM ATbMEPHATNUS.

Joseoenns. BinHomeHHs neTamizailii pediekcuBHEe W TpaH3WTHUBHE, a 3a
eKCTEHCIOHAIBHOTO MIAXOAY e W aHTUCUMETPUYHE Ha MHOXXHMHI HETPUBIAIbHUX
CHCTEM aJIbTePHATHB.

PedunekcusHicTh oueBrana (B sxocti 0¥ i B Gepemo miaroHanbHe BiaHO-
IIeHHs Ha Ap).

JloBenemo TpaH3UTHBHICT. Hexall Ap € neramizamieto Ag, a BiTHOIICHHS,
nepen0ayeHi O3HauEHHAM MOHATTA AeTatisanii, — ne o 3 rpadikom G, C ApxAg
i B? 3 rpadikom Gy C AgxAp. Hexall, nam, Az € neramisamicio neskoi Az, a
BiJTHOILICHHS, TTepen0aueHi O3HAYCHHSIM MOHATTS JAeTati3alii 1js [bOro BUIAJKY,
— ue 7? 3 rpadikom G, C AxxAr i 8?9 3 rpadikom Gs C ArxAr. VYTBOpPUMO
sigaomernna €2 = oa?y? 3 rpadikom G, C ApxAr i (P =389B? 3 rpadikom
G¢ C ArxAp, T06TO BimHOMmEHHS Taki, mo aus Bcix P™ € Ap i T™ € Ar maemo
PPeTW=PW oy TWiTW{PY=T" 5B P™. Ouesuano, mwo £ ta (¥ B3aemMHo
obepHeni (ockimpku (P =3WRY = y'Pg!'@ = 1@ ge uwepes ‘@' mm
no3HayaemMo obepaenHs BigHomenus ®?), i mo &2 e BinoOpakeHHAM (OCKIIbKH
o i y? cyrs BimoOpaXkKeHHs 3riJHO 3 MYHKTOM 2) O3HAYEHHS IIOHATTS JETAi-
3amii). 3aJuIIaeThes BKa3aTH, WO SKIIO po3misgatd BimgHomenns B2 i 8@ sax
HeoxHo3HauHi Gpynkuii BP: Az = Ap1a 8?: Ar = A, TO BOHU EpPEBOAATH (TIEpE-
TBOPIOIOTh, YACTKOBO MYJIBTUBIIOOpaKarOTh) KOXKEH CBIM apryMeHT (Ipeaukar 3
Ar 1 A7 BimnoBigHO) 200 B onuH 00’ €KT (Tipenukar 3 Ap 1 Ay BIAMOBIAHO), a00 y
CHCTEMy allbTEPHATHB; BiATaK, Te caMe cTocyeThes BimHomeHnHs (@ = 8PP, ake
MoykHa posrsaaty Sk QyHkmiro (P: Ar = Ap (3BepTaeMo yBary 4mMrada Ha Te, IO
HEOIHO3Ha4YH1 (DyHKII{ 31CTaBISIOTh CBOIM apryMeHTaM OKpeMi 3HaYeHHS — Xai
iX 1 GiIbIIE OHOTO, — a HE MHOKMHH 3HA4Y€Hb, TOMy MHOKHMHA 06pasis {e(P ™)}
ni1s Beskoro P™ Oyme came MHOXKHHOIO IIPEIMKATiB, a HE MHOKXHHOK MHOMKHH
npeaukari). L{lum noBoauThest myHKT a) TBepmxenns 11.

3Bincu 1 3 TeepmxenHs 10.b) Oe3mocepeqHbO BUILIMBAE il MYHKT b)
Teepmxenns 11. o
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Jlns Beskoro opauHana O demanizayitinoro nociioosnicmio Ha D Ha3zBeMO
BCSAKY TaKy MOCTIIOBHICTh @ = <A >|<;<s CUCTEM aJbTepHATUB Ha D, B AKiil KOKHA
Ay e neranizamiero A;. B cuy TBepmkens 112 3 [1, c. 89] y Besikiii netamizariiii-
Hi{l TOCIIITOBHOCTI OYEBU/THO € MEepIInid eneMenT Ina = A;; Tpoxu MeHIIl OueBU/I-
HO, III0 B Hill TaKoX € i ocTtaHHii eneMeHT Fina = A;; ogHaK, OCKIJIbKU ICHYIOTh
MIPEAUKATH 3 OJHOCIEMEHTHUMHU OOJIACTAMH ICTUHHOCTI, 1€l OCTaHHIN €JIEeMEHT
000B’s3Kk0BO icHY€. JleTamizamiiiHy MOCTIIOBHICTh & = <A ><<s Ha D Ha3zBemo
NOYAMKOBUM Ce2MeHmoM JeTall3aIliHo1 MoCcTigoBHOCTI b = <A ><;<, HA D (1€ ¥
— opauHal), f. A. ICHye Take BimoOpaxeHHs a B b, 3a sxoro A; = A; nus Bcix
i <6 (3BigKu BUILIUBAE, 110 O < V). L{i71KOM OYEeBHIHUM €

TBEP/DKEHHS 12. Bionowenns «a € nouamkosum ceemernmom by €

BIOHOWLEHHAM CMPO2020 NOPSOK).
Kazarumemo, mo neranizariiiia MOCIIOBHICTD & Modice Oymu npooosice-

Ha 0o JIeTaii3aliiHol HmociigoBHOCTI b, f4.51. & € MoYaTKOBHM CETMEHTOM D.
JleramizariiiHy TOCIIOBHICTh & Ha3BeMO (OemanizayitiHor) NOCAIO08HICMIO 3
MakcumanvHoro Oemanizayicio, 5. . ii ocraHHId enemMeHT Fina ckiaagaeThes

BUHATKOBO 3 MPEAUKATIB 3 OMHOCIEMEHTHIUMH OOIACTIMH ICTHHHOCTI 1, MOKJIHBO,
JesIKUX He 31iicHeHHuX Ha D npeaukariB. OYeBUIHUM € HACTYITHE
TBEP/DKEHHS 13. Bceaxka demanizayivina nociiooguicms modce Oymu
nPO00BICEHA 00 NOCTIO0BHOCE 3 MAKCUMATLHOK 0eMAli3ayiero.
3. llepetimenysannsa. Hazpemo cuctemy ansrepHaTuB Ap Ha D nepetimeny-

6aHHAM CUCTEMH ajbTepHaTuB Ar Ha D, 5. 4. iCHYIOTH Ba B3a€MHO-OJHO3HAYHI

BimoOpaxenns ¢": D = D i y": Az — Ap Taki, mo a4 BCiX ay, ..., a, € D i Bes-
koro R™ € Ax maemo

R(@, or ) = W(R) (o), - 0). 3)

Ipuxnao. Hexat D = {a, b, c, d, e, e}, Ap = {P,\"", P,""), PYV}, Ar= {R,",

RV, Ry}, domP\V = {a}, dom P, = {b, ¢}, domPs"" = {d, e, e}, domR,"" =

{a, b, ¢}, dom R,V = {d, e}, domR;"" = {ee}, ¢: {at> @, bt>d, ct> e, d> b,

et c, et al, v: (R = PO, RY = P,V R = P}, Toni, sx nerxo

NEepeBIpUTH, A p € IEpeMEHyBaHHAM Ag.
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HasuBarumemo cucremu anstepHatuB Ap 1 Ag Ha D 63aemuumu nepetive-
HYBAHHAMU, 5. 1. BOHU € TIepeMeHyBaHHSAMH OfHa 0HOI. [Ipo BigHOIIEHHS «CcHC-
TeMa anbrepHaTtuB Ap Ha D € nepeliMeHyBaHHSIM CUCTEMM albTEpHATUB Az Ha D»
TOBOPUTHUMEMO TIPOCTO SIK PO 8iOHOUIEHHS nepelMeHysanHs, 00 BIAPIZHATH Ho-
rO BiJl O3HAUYEHOTO B JIaHOMY a03alll OIHapHO20 GIOHOUIEHHS 83AEMHO20 Nepelme-
HysanHs. OCHOBHA BJIACTUBICTh BiTHOIICHHS TEPEHMEHYBAaHHS TOJIATAE B TOMY,
10

TBEPIDKEHHS 14. Bionowienus nepetimenysanHs € GiOHOUEHHAM
eKBI8aNeHMHOCMI.

Jloseoenns. O4UeBUIHO, IO BITHOIICHHS TEPEHUMEHYBaHHS PEeQIICKCUBHE
(B sAKOCTI 060X Bimoopaxkens ¢V 1y 6epemo TpusiansHe Bignoopaxenns id", misa
sikoro 1d(x) = x 115t OyAb-sIKOTO JOMYIIEHHOTO apTryMEeHTa X).

Hosenemo cumerpiro. [Ipumyctumo, mo Ap € mepeiiMenyBaHHIM Ay, ane
Ar He € mepeiliMenyBaHHSIM Ap. B 1pomy pasi, ski 6 He Oynu BinoOpaskeHHS
o*: D > D i y*": Ap > Ag, 3HalayTBCA Taki by, ..., b, € D i Takuii npeaukar
P® e Ap, mo 6yne P(bi, ..., b)), ane —y*(P)(¢*(b)), ..., 9*(b,)). Bizbmemo B
skocTi Takux Bigoopaxkens @* i y* obeprenns ¢ 'V: D D iy 'V Ap > A
AKUXOCh Takux Bimobpaxkens @ i y'", gki 3a0e31meuy0Th BUKOHAHHS Ti€i yMOBH,
o Ap € nepelivenyBanuam Ax. Maemo: =y '(P) (¢ '(by), ..., ¢ '(bn)). Hai, B cu-
7y TMyHKTY (i1) O3HaYEHHS MOHATTSA CUCTEMH ajbrepHaTuB (muB. [1, c. 87-88] B Ax
sHalineTbes Takui npeaukar 7™, mo T (¢ '(by), ..., ¢ '(b,)). 3Binku paszoM 3 ymo-
Bo10 (3) Bummusae, 1o Y(7) (¢(¢ (b)), ..., o(¢ '(b,))), 0, B CUIY B3aEMHOI OHO-
sgaunocti @Y o3mawae, mo @(¢ '(a))=a mng Bcix ae€D, a omke — IO

v(T) (b, ..., by). 1 ockinbku Y[Ag] = Ap (e Yy[M] — e ob6pa3 mHOXHHH M 3a
Binoopaxkenns y"), To Buxoguts, mo y(I'™) = P — ockineku y(7T) (by, ..., b,) A
P(by, ..., b)) i y(T™), P™ e Ap, — 1m0 cynepeunTs B3a€MHO-0AHO3HAYHOCTI 'V,
TakuM YMHOM, TTOYATKOBE MPUIYIICHHS XHOHE, 1 KO Ap € mepeiiMeHyBaHHSIM
Ag, TO 1 A € IepeliMEHyBaHHAM A p.

TpaH3UTHUBHICTH BiIHOIICHHS NIEpEeHMEHYBaHHS OYEBHIHA. [

3 Teepmxkenns 14, a Tounime, 3 GakTy CUMETPUYHOCTI BIJIHOIIEHHS Iie-
peiiMeHyBaHHs Oe3M0CcCepeHbO BUTLIIMBAE
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HACIIIAOK. AHxwo saxace cucmema anvmepHamug € nepeumeHy8aHHAM
AKOICh Opy2oi cucmemu anbmepHamug, mo ooUO8i 6OHU CyMb 83AEMHI NepelmMeHy-
sanHs. ADO, THAKIIE KAKYUU: BIOHOUEHHS NepelMeH)8aAHHS 3YMOBIIOE (IMNILIKYE)
Oinapne 8IOHOWEHHA 83AEMHO20 NEPEUMEHYBAHHS.

30Kkpema, 11e 03Ha4ae, Mo yMoBa (3) 3yMoBIO€e (POpMaTBbHO OUTBII CHIIBHY
YMOBY

R ((11, ees a”) < \V(R) ((P(al), e (P(a"))a
sKa XapaKTepHU3y€ BITHOLIECHHS B3a€EMHOTO NepeliMeHyBaHHSI.

Jpyra BakJiiBa BJIACTUBICTh BIAHOIIEHHS NepeiiMeHyBaHHs (a OTxe i Oi-
HApHOT'O BiJHOILIEHHS B3a€EMHOTO NepeiMEHyBaHHsI) MOJIATAaE B TOMY, 1110 BiJ1o0pa-
Kenns Y'Y, ke BXOAUTH B O3HAYEHHS MOHATTA MEPEHMEHYBaHHS, 3iCTaBISAC MiXK
CO00K0 MpPEIUKaTH 3 PIBHOYMCEILHAMHU OOIACTAMM ICTHHHOCTI (1€ BMILIMBAcE i3
cumeTpii BinHomeHHs). Came 1ie i € mpuYuHOI BHOOPY Ha3BU: 00 3 TOUKU 30py
eKCTEHCIOHATBHOTO MiAXOAY MU HIOHM MepeiMEHOBYEMO MIPETUKATH 32 JOIIOMOTOI0
Binobpaxenns Y, 36epiraroun ixui rpadiku; 3 TOUKHM 30py IHTEHCIOHAIBLHOTO
HiAXOMy, SIKOTO MU JOTPUMYEMOCS, MU MAaeMO TYT 3iCTaBJICHHS €KBIBAJICHTHUX
IPEeAMKATIB, 10 AOBOJI OMM3bKO 10 IHTYILIT MepeiiMeHyBaHHS.

CuMeTpuYHICTh BIJHOIICHHS NepeiiMeHyBaHHs O3Hayae, 0 Horo MoXHa
y3araJlbHUTU 3 OIHAPHOTO /IO M-apHOTO BITHOILIEHHS Ui JOBIIBHOTO 7 > 2. Jlns
IIbOTO BBEAEMO JIOTIOMDKHY TEXHIYHY KOHCTPYKILiI0. Po3misiHEMO iH’€KTUBHY
dyuxuiro {,: N = N raky, mo ,(0) =0, 1 <{(x) < n, axkmo 1 <x <n, i ,(x) =0,
SKIIO X > n. Besika Taka (yHKITIS 3/11HCHIOE TIEPECTAHOBKY JOBUTBHUX 00’ €KTIB,
3aHyMEpOBaHHMX YHCIaMHU BiJ 1 70 7, MEPETBOPIOIOYHM KOPTEK (TIOCIHIIOBHICTB)
<ai, ..., > HA KOPTEXK <dy (1), ..., dg - depes ‘<a™c, ..., a*; (>’ NO3HAYMMO TaKy
HEPECTAHOBKY KOPTEXKY <dc (i), ..., ¢ (), B AKiH p < n 1 HoMepH (,(i) po3MilleHi B
MOPSAJKY 3POCTaHHS, 1HAKIE Kaxyuu, B AKiil skumo C,(i) <{,(i) ans i,j < p, To #
ag s = agg) (me <% — BifHOWIEHHS NepeyBaHHs B OCIIIOBHOCTSIX ).

Hexaii Tenep naHo koprex a = <A > cuctem ansrepHatuB Ha D. Ene-
MEHTH & Ha3BEMO 63AEMHUMU NEPEUMeHyEaHHAMIU, 5. 5. iCHyIOTb BigHomenHs O®

3 rpadikom Go C DFi P® 3 rpadikom Gy C A X...x A, Taki, mo

1) mms BCiX ai,..,areD, skuo D(a,...,a), TO WIS Oymab-IKUX
ag(y, - g1y € {1, ..., Axp  3HAHNETbCA  €OMHUM  Takud  agw e D, 1o
@ (a* 1y, s A% 05
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2) ps Beix P, ..., P e |J_ A, sxmo ¥ (P, ..., Pi"), To 1ist Oyab-sKux

Py, .., Pogy™ € {P\", ..., P"} 3maiinetbcs equumii Takuii Pow™ € (J_ A, mo
P (P*m™, ..., Praw™);

3) IS BCIX i, .oy Qihy 2y ooy Q2ky ooy Gny oor Aup € D 1 BCix P, ...,
P e |J_A, sxmo @ (aiy, ..., aix) Ana koxkuHoro 1 <i<n,isxmo ¥ (P\", ..., P{"),
TO Pr iy (@i gy, - @1,¢,1) — Proy(ar s - a1 ge) WA BCIX 1 <7<k

[Ipo Tak o3Ha4YeHE BiTHOLICHHS MEepeHMEHYBAaHH MK CUCTEMaMH aJIbTep-
HaTuB A X...XA, TOBOPUTUMEMO SK IPO N-apHe GIOHOUIEHHS 83AEMHO20 nepelme-

HY6AHHA. Beegemo HAaCTYIIHC MMO3HAYCHHS:

. Pi(xy, ..., Xa) =or /\,-E1Pf (X1y weey Xn) V /\id = Pi (X1, ey X). 4)

Sk BUIHO 3 ILOTO O3HAYEHHS, BOHO 3a11a€ N-MiCHe 8I0HOUIeHHS eK8I8A/IeHMHOCHII.
Mae Miciie
TBEP/DKEHHA 15. Cucmemu anvmepnamus A, ..., Ay cymo 83aemni

nepetivenyeanns, s. s. ona eécix P\ e Ay, ..., P\" e Ay, ona axux eipno, wo
(P, ..., P{), 3a 6y0b-axux ay, ..., @ € D maxux, wo ®(ary, ..., aix) A ... A
D (ani, ..., ani), Ha D icmunna hopmyna <= <<k Pi(ary, ..., ny).

Hoeeoenna. Hexalt 3nidcCHIOIOTbCS yYMOBH TBepmkeHHs 15 1 Hexai
Pi(ar, ..., an;) nusa sixorock (ikcoBanoro 1 <i<k. Tomi 3 O3HaUYEHHS n-apHOTO
BIJTHOIIICHHSI B3a€MHOTO NepeiHMeHyBaHHA BWIUIMBA€E, 10 P;(aij, ..., dn;) AT
kokHOTO 1 <j <k Takoro, mo j#i, a OTXKe, /\l<i<kPi (a1, ..., an,;). Hexaii Temep
3MIACHIOIOTHCS YMOBH TBepmkenHs 15 1 mpu ubomy — P; (aiy, ..., @y, ;) JJIS ACSIKOTO
1 <i<k. Konrpanosuuiss yMoBH 3) 03Ha4ECHHSI #-apPHOTO BiJHOIICHHS B3a€MHOIO
nepeiMeHyBaHHsI CTBEP/DKYE, IO SAKIO BHUCIOBIIOBaHHA P;(aiy, ..., @,;) XUOHE
xoua 0 mns omuHoro 1<i<k, Oyne xubuum i P;(aj, ..., An;) AT KOXKHOTO
1 <j+#i<k, aBiaTaKk MaTuMe MICII€ KOH FOHKIIIS /\1<,-<f Pi(aii ...,an:). A e, B

cuity o3HaueHHs (4), 1 noBonuTh TBepmxeHHs 15. O
4. 3cys. Kazarumemo, 1110 ABi cucTeMH anbTepHatuB A 1 A, Ha D nepeby-

saiomv y eionowtenni 3cygy eionocno (wo0o) Bimodbpaxenus y: A, A,, abo,
HpoCTile, nepebysaioms y 6ioHOweHHi \Y-3¢y6y, 1. . Y B3aeMHO-0IHO3HAYHE 1
nust Oyab-sxoro npeaukara P € A, ta mesxux k, [ > 1 B Gynb-sikiii HacuueHin Q

3HAalIyThCs TaKi MOmapHO HecyMicHi npemmkaru Si%, ..., S, T\, ..., T”, mo
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\V(P(n)) = (p(n) A /\Jstk_' S,-(”)) V; \/

nepebysaiomo y 6i0HOWEeHH] 3CY6y, A. 1. 3HanmeTbes Take Y A= A, mo A i

1. ;. Kasatumewmo, mo A, i A, mpocto

A, mepeOyBarOTh y BiTHOIICHH] -3CYBY.

TakuM YMHOM, MM O3HA4YWJIM JBa OiHApHI BimHOIIEHHS 3CyBy. OCHOBHA
BIIACTHBICTh JIPYIrOro 3 HUX, HE 3aJ€KHOTO Bim BMOOpY BimoOpaxenns y, mac-
TyITHA!

TBEPIDKEHHS 16. binapue sionowienHs 3cy8y € GIOHOUIEHHAM eK8i6a-
JIeHMHOCHI.

Joseoenns. Pednexcusnicts oueBuana (B sixocti Y 6epemo id", B sxocti
S® i T™ (tobro, k=1=1) GepeMo Oymb-Kuii — a 3a EKCTEHCIOHAJIHEHOTO
niaxony: exqunuin — IF ™).

Hosenemo cumetpito. Hexaii A, 1 A, nmepeOyBarOTh y BiIHOILIEHHI /-3CYBY.
Toni, ockinbku (A AN "B)VB=AV Bi (AV B) AN "B=A A —B, TO Uil BCAKOTO
P™ e A, maemo

(\lf(P(n)) A /\lgjglﬂ ]}(n)) V; \/lsiSkSi(n) =

=@ n N\ __=soov NV ma N ~pmyvV

=((P™ A /\KK; S A /\

E@WAA -ﬂWva

B cuny B3aemuOi oxHo3Haunocti W'V 1me mae micue s Oymb-skoro R™ e A,

Si (n) =

1<j<!

— T/,(n)) V; \/

1<i<k

Si (n) =

1<j<!

S,

l<i<k™!

1<i<k

1<j<1

T06TO, 111 Besakoro R™ € A, icnye P™ e A, Takuii, mo R™ = y(P™), a orxke i
P® =y (R™); Bigrak, mus Beix R™ e A, BipHO, 1m0

mWAA ﬁE%vv

A 11e 03Hauae, 10 KOH FOHKIIIS /\1<,-< T, Ta U3’ IOHKILiA \/

so=qeE AN _~1oyv Vs

1</<1 1<i<k 1</<1 1<i<k

S;"™ rparoth Bij-

1<i<k™!

HOCHO Besikoro R ™ € A, Ty caMy poiib, 110 ¥ KOH FOHKIList /\1<,-< 78" i nu3’1oHK-

s \/151'5/

IIEHH1 \J-3CYyBY.

T; BimHocHo Besikoro P e Ay, Binrak, A, i A nepeGyBaroth y BifHO-
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Hapemri, noBenemo Tpan3utuBHicTh. Hexail A, 1 A, nepeOyBaroTh y Bif-
HOIICHHI ;,-3CYBY, a A, 1 A3 nepeOyBaioTh y BIJHOIIEHHI >3-3CyBY 1 Hexaii
S, o, S, T, .., Th /" — ne mnpemukaru, nepenOadeHi O3HAYEHHSAM IS
BUIIAJKY W12-3CYBY, a S, ..., S2.n", Toa"™, ..., T»,,") — ne npenukaru, nependa-
YEHI O3HAUEHHSM JUIS BUIIAAKY o 3-3CyBy. Tomi dynkmis yi3V: A~ A;, 3amana
yMOBOIO V13(X) = W23(W12(X)), OUEBHIHO € B3a€EMHO-OTHO3HAYHUM BiTOOpaKeH-
HaM. B cuny  momapHoi HecymicHocti mpemukaris Sy, Ti " ta $.", Th,"
(1<i<k1<j<l,1<e<m,1=<0<p)iToro, mo

(AN—B)VCO) - (AVON-B=B|C,

MAaeMo, 10 ISl KOXKHOTO Besikoro P™ e A,
@A __msuv NV non N aseyv Vs

= (((W1,3(P(Il)) A /\15 i<k S "N /\ S (n)) Vv \/ISjS Tl’j Y vlgnspTz"’(n)’

BiJITAK, OCTaTO4YHO, A 1 A; mepeOyBarOTh y BiHOIICHHI /1 3-3CYBY.

I1<esm 1

Takum unrHOM, OiHApHE BIIHOWIEHHS 3CYBY pe(IIeKCUBHE, CHMETPHYHE Ta
TPaH3UTUBHE, & OTKE, € BIIHOMICHHSM €KBIBAJICHTHOCTI. O

Ockinbku OiHapHE BiJHOIICHHS 3CYyBYy CUMETPUYHE, BOHO JIETKO y3araib-
HIOETHCS JIO TAKOTO CaMOTO #-apHOTO BiTHOIIEHHA. A came, Ka3aTUMEMO, IO CHC-
TeMU anbTepHaTuB A, ..., A, Ha D nepebysaroms 6 n-apromy eioHowienui 3cysy,
1. 1. U1 KokHoro 1 <i<n—1 3HaiigyTecs Taki Bigobpaxkenns v, : A, Ay, mo
A; Ta A mepeOyBarOTh y BIIHOIIEHHI ;-3CyBY. SIKILIO K CHUCTEMHU aJbTEPHATUB
Ay, ..., A, Ha D miepeOyBaroTh B n-apHOMY BIIHOIIIEHHI 3CYBY 1 pU mboMy A, 1 A,
nepeOyBaloTh Y BIAHOIIEHHI 3CyBY, Ka3aTUMEMoO, 10 A, ..., A, nepebysaroms y
YUKTIYHOMY N-apHOMY 8i0HOuenHi 3cygy. MO)KHA O3HA4yBaTH 1 1€ BYXKYi BiJHO-
IIEHHS 3CYBY, BCTAHOBIIIOIOUH JI0/IaTKOBI OOMEKEHHS Ha MPEIUKaTH, SIKi BXOAATD Yy
MOPIBHIOBaHI1 CUCTEMH aJIbTEPHATHB (TaKUM OOMEKEHHSIM MOXKe OyTH €KBIBaJICHT-
HICTh, IKA 3yMOBUThH PiBHOYHCEIHHICTS).

Hexait cucremu anprepHatuB A, ..., A, Ha D nepeOyBaioTb B n-apHOMY
(B1AMOBIIHO, IUKJIIYHOMY 7-apHOMY) BIJTHOIIEHHI 3CYBY TaKOMY, 10 JJIs1 KO)KHOTO
1 <i<n-1 icuyrors nepenbdaveHi o3HadeHHsAM BinoOpaxernns yV: A; — A Taxi,
mo A; ta A;: mepeOyBaroTh y BiTHOLICHHI \;-3CyBY (BIAIMOBIIHO, BKa3aHi BigoOpa-
JKEHHsI, a TakoK BimoOpaxenus y,: A, A;, 3a paxyHOK skoro A,Ta A
nepeOyBalOTh y BifHOmEHHI V,-3cyBy). Tomi BigHomenHs W™ 3 rpadikom

85



Gy C Ax...xA, Take, o 15 Bcix P\ € A, ..., P, € A, Mae Miciie eKBiBaJIeHIIis
PP, ..., P o (yi(Pi) = Py A o A ya(Paa™) = P,") (Biznosinno,

PP, ..., P, o (yi(Pi™) = Py A oo A ua(Pad™) = P A y(P™) = PL™))
Ha3BEMO  CHMIPUICHESUM  GIOHOWEHHAM  BKA3aHOTO  BiIHOLIEHHS - ApHOTO
(BIMIOBITHO, ITUKJIIYHOTO #2-apHOTO) BIAHOIIEHHS 3CYBY MK BKa3aHUMU A4, ..., A,

Ipuxnao. Hexait nano D, Q, cucrtemu ansrepHatuB Ap = {P,", P, P;™},
Ar={R", R, R, As= {§", $,", §;} na D i Bigoopaxennus v, Ap > Ap,
w2t A = Ag ta ysY: Ag = Ap Taki, o Gy, = {<P,", R\">, <P,", R,"">, <P;",
R3(”)>}, G\v2 — {<R1(”), Sl(")>, <R2("), Sz(")>, <R3(”), S3(”)>}, Gw3 — {<S3(n), pl(n)>, <Sl("),
P>, <§,™ Py>1 i Ap Ta Ag nepeOyBaroTh y BiIHOIIEHHI \-3CyBy, Az Ta Ag
nepeOyBaloTh y BIIHOIICHHI ,-3CyBY, a Ags Ta Ap mepeOyBarOTh y BiIHOIICHHI
y3-3¢cyBYy. B Takomy pasi Ap, Ag, AgnepeOyBaroTh y 3-MICHOMY B1JTHOILIEHH1 3CYBY
(axe 3abesmedyroth BimoOpaxenns y," ta y,") i BomHOWac y mHMKIiYHOMY
3-MiCHOMYy BigHOLIEHHI 3CyBy (sike 3a0e3meuyroTh BimoOpaxenns ", y,
ta y;""), a Bigpomenns ¥ 3 rpadikom Gy C ApxArxAg Take, mo Gy = {<P,",
R\, §\"> <Py R, §> <P;" Ry $">)} ¢ CTpuXKHEBMM BiJHOIIEHHAM
000X BKa3aHMX 3-MICHUX BiJHOIIEHb 3CYBY MiK Ap, ArTa Ag.

[Tpu momanpmomMy po3riisii BIACTHBOCTEH CHCTEM aJbTePHATUB MU, CEPe]l
1HIIIOTO, TNIAHYEMO PO3IVISTHYTH TaKOX 1 HACTYITHE

[MUTAHHA. Axwo mise oanumu cucmemamu anomeprnamug A, ..., Ay Ha-
s6He k-miche (yuxniune k-michne) GIOHOWEHHS 3CY8Y, KOO € YUCI08A 3ANEHCHICHb
F (k, p, m) = 0 mioxc kinvkicmio k 3a0anux cucmem aibmepHamus, NOMYyH#CHICMIO p
KOJICHOT 3 HUX ma Kinbkicmio m cmpudicnesux eionowens Y® sadanozo eionowen-
HS 3CY8Y?
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ВІДНОШЕННЯ МІЖ СИСТЕМАМИ АЛЬТЕРНАТИВ ТА ЇХНІМИ МНОЖИНАМИ





Системою альтернатив на заданій предметній області D ми називаємо будь-яку таку множину n-місних предикатів, що на всякій довільній n‑ці предметів з D здійснюється один і тільки один з них. Ми ставимо перед собою завдання побудови загальної теорії систем альтернатив. У тексті завершено загальний розгляд питання, які відношення мають місце між множинами таких систем альтернатив на одній D, в кожну з яких входять предикати, які перебувають у якомусь фіксованому відношенні (ми досліджуємо несумісність, лож-несумісність, незалежність та сумісність). Далі розглянуто такі відношення між самими системами альтернатив на одній D, як деталізація та кілька відношень перейменування і зсуву. Особливу увагу приділено узагальненню бінарних відношень до n-арних за довільного натурального n.

Ключові слова: предикат, система альтернатив, деталізація, перейменування, зсув.



We call a system of alternatives on a given domain D any set of n-ary predicates such that one and only one of them satisfies for any arbitrary n-tuple of individuals from D. We set ourselves the task of building a general theory of systems of alternatives. The text completes a general consideration of the question of what relations hold between sets of systems of alternatives on the same D such that each of them includes predicates that are in some fixed relation (we study inconsistency, false-inconsistency, independence, and consistency). Next, such relations between the systems of alternatives on the same D as detailing and several relations of renaming as well as displacement are considered. Special attention is paid to the generalization of binary relations to n-ary ones for arbitrary natural n.

Keywords: predicate, system of alternatives, detailing, renaming, displacement.

Постановка проблеми

Мотивація. Пропонована робота є безпосереднім продовженням роботи [1], в якій було введено поняття системи альтернатив на довільній непорожній множині (предметній області) D як всякої такої множини 𝔸 пре­дикатів, означених на D, що будь-які два різні елементи 𝔸 несумісні на D, а диз’юнкція всіх елементів 𝔸 тотожно-істинна на D. Предикати ми розуміємо однаково і як відношення на D, і як функції вигляду f (n): Dn ↦ 𝔹 для всякого n ∊ ℕ, де 𝔹 = {1, 0} — це множина значень істинності 1 (істина) та 0 (лож, хиба). (Примітка. Слід виправити о́друк, допущений в [1]: на с. 85 замість ‘f: D ↦ 𝔹’ мало б бути ‘f (n): Dn ↦ 𝔹’; також, на с. 87 замість «трикутник» скрізь слід читати: «рівносторонній трикутник»). В силу існування еквіва­лентності між предикатами-відношеннями та предикатами-функціями, зада­ними на одній D (співвідношення (1) і (2) в [1, с. 86]) ми ведемо виклад у (трохи простіших) термінах предикатів-відношень. 

Строге означення поняття системи альтернатив у термінах предикатів обох видів див. в [1, с. 87–88]. В тій же роботі покладено початок системати­чній побудові теорії систем альтернатив і (в останньому розділі) обговорено можливі сфери застосування такої теорії у логіці, математиці, філософії та психології (всього окреслено 7 сфер застосування). 

Наш теоретичний інтерес наступний. З точки зору математика поня­ття системи альтернатив не є чимось новим: у різних математичних науках (і у філософії, яка дотична до логіки та математики) ми натрапляємо на це по­няття в різних формулюваннях; так, у теорії множин ми натрапляємо на ньо­го у вигляді поняття розбиття множини (замість предикатів використовують­ся теж множини), в абстрактній алгебрі — у вигляді поняття розбиття одини­ці (верхнього елемента) решітки, у теорії імовірностей — у вигляді поняття простору елементарних подій; у філософській логіці та епістемології зазви­чай говорять про класифікації там, де ми говоримо про системи альтернатив. Наше завдання — побудувати строгу теорію цього явища у суто логічних термінах, а не у термінах змістовно-математичних (позалогічних) чи філо­софських (позанаукових). Саме тому ми обираємо підхід у термінах значень істинності, предметних областей та предикатів, означених на предметних об­ластях. При цьому слід пам’ятати ту принципову обставину, що, хоча перелі­чені поняття і взяті з теорії моделей, наш виклад є суто онтологічним і не має семантичних компонентів (докладніше див. [1, с. 85].

В даній роботі ми продовжуємо два напрямки досліджень, намічених в [1]. А саме, ми завершуємо розгляд проблеми порівняння множин систем альтернатив, у які входять деякі виділені предикати з фіксованим відношен­ням між ними, та продовжуємо вивчення відношень між самими системами альтернатив. Через це ми продовжуємо нумерацію як пунктів  викладу, так і нумерацію доведених тверджень, розпочаті в [1].

Зауваження щодо інтенсіонального підходу. З кінця XIX століття в логіці цілковито панує екстенсіональний підхід, за яким предикати (однако­во, відношення чи функції) ототожнюються зі своїми графіками, а відтак і ототожнюються між собою еквівалентні предикати. В [1, с. 87] наведено про­сті контрприклади до екстенсіонального підходу, які показують його обмеже­ність в загальному випадку. Через це ми приймаємо інтенсіональний підхід, за якого еквівалентні предикати не ототожнюються, а відтак, предикати як такі відрізняються від їхніх графіків і є, говорячи в термінах Фреґе, первин­ними щодо своїх графіків [2, с. 26, прим.]. Оскільки ж екстенсіональний під­хід залишається застосовним і важливим в ряді випадків, надалі ми відзнача­тимемо ситуації, в яких інтенсіональний та екстенсіональний підходи дають різні результати (відмінності в трактуванні предикатів за обох підходів описані в [1, с. 86–87]).

Найбільш загальні відмінності між обома підходами наступні.

Нехай дано непорожню предметну область D та непорожню множину Ω предикатів, заданих на D. За екстенсіонального підходу:

(e1) для всякої D існує деяка виділена найбільша множина предикатів, заданих на D, а саме, множина ΩD всіх предикатів, заданих на D; в силу ото­тожнення предикатів з їхніми графіками, ΩD = ⋃n∊ℕ 2Dn;

(e2) в ΩD для кожного n ∊ ℕ існує один-єдиний тотожно-істинний на D предикат IT (n) (або 1(n)) і один-єдиний тотожно-хибний на D предикат IF (n) (або 0(n));

(e3) в ΩD для кожного n ∊ ℕ n-місні предикати, задані на D, утворюють

решітку L[n] = <ΩD[n], ∧(2), ∨(2), 1(n), 0(n)>, де ΩD[n] — множина n-місних 

предика­тів, означених на D (ΩD[n] ⊆ ΩD), а ∧(2) і ∨(2) суть операції взяття нижньої та верхньої граней відповідно (зокрема, носій ΩD[0] решітки L[0] складається всього лиш із двох елементів 1(0) і 0(0) , які можна ототожнити з істиною 1 та ложжю 0 відповідно).

Натомість, за інтенсіонального підходу:

(i1) будь-яку множину Ω предикатів, заданих на D, можна розширити (за допомогою еквівалентних предикатів); відтак,

(i2) для будь-якого n ∊ ℕ дана Ω може містити яку завгодно кількість тотожно-істинних та тотожно-хибних на D предикатів.

Сказане означає, що за інтенсіонального підходу для даної D не існує заздалегідь відомої множини всіх предикатів ΩD. Однак, можна ввести ана­лог такої множини. Говоритимемо про множину предикатів, заданих на D, як про множину предикатів над D. Назвемо всяку Ω над D насиченою, я. я. (як­що і тільки якщо) для кожного n ∊ ℕ і для кожної множини M ⊆ Dn (у випад­ку предикатів-функцій — M ⊆ Dn×𝔹) Ω містить бодай один предикат P (n) з графіком GP = M; якщо для кожного n ∊ ℕ і кожної M множина Ω містить рів­но один (більше одного) предикат(а) P (n) з графіком GP = M, вона називається пороговою (надпороговою); не насичені множини предикатів можна назвати підпороговими, а надпорогові — перенасиченими. Порогові множини преди­катів за інтенсіонального підходу якраз і будуть аналогами екстенсіональної ΩD; зауважимо, що за самою суттю цього підходу на всякій даній D може бу­ти більше однієї порогової Ω.

Звідси можна вивести інтенсіональний аналог тези (e3). Якщо [P (n)] — клас всіх предикатів з Ω над D, еквівалентних P (n) (де P (n) ∊  Ω), а [Ω] — мно­жина всіх таких класів еквівалентності [P (n)], для яких P (n) ∊  Ω,  то

(i3) за фіксованих D і Ω, якщо Ω насичена, то для кожного n ∊ ℕ існує решітка класів еквівалентностей [L][n] = <[Ω][n], ∧(2), ∨(2), [1(n)], [0(n)]>, де [Ω][n] складається з класів еквівалентності n-місних предикатів, що належать Ω[n], а 1(n) і 0(n) суть якісь виділені (фіксовані) тотожно-істинний та тотожно-хибний на D предикати.



Елементи теорії систем альтернатив

Введемо одне надалі потрібне поняття. Називатимемо множину пре­дикатів Ω, заданих на D, повною (більш розлого: альтернативно-повною) я. я. будь-яка її підмножина попарно несумісних предикатів є підмножиною якоїсь такої системи альтернатив на D, яка сама є підмножиною Ω.

Також виправимо формулювання другого поняття порушення меж, введеного у [1, с. 94]. А саме, казатимемо, що система альтернатив 𝔸 пору­шує (відповідно, не порушує) межі деякого фіксованого предиката P (n), я. я. хоча б один (відповідно, жоден) елемент 𝔸 порушує (відповідно, не пору­шує) межі предиката P (n); поняття порушення меж предиката іншим предика­том (перше поняття) див. за посиланням вище.

Порівняння множин систем альтернатив. Якщо {𝔸P} (відповідно, {𝔸R}) — це множина всіх систем альтернатив на D, в які входить предикат P (n) (відповідно, предикат R (n)) з Ω, і між P (n) і R (n) має місце якесь відоме від­ношення *(2), питається: як співвідноситимуться відповідні їм множини {𝔸P} і {𝔸R}? В [1] досліджено три випадки: коли P (n) і R (n) еквівалентні, коли P (n) зумовлює (імплікує) R (n) (або, що те саме, P (n) підпорядковується R (n)), наре­шті, коли P (n) і R (n) взаємно суперечливі (контрадикторні, альтернативні).  За­лишається дослідити випадки несумісності (контрарності) P (n) і R (n), їхньої підконтрарності (лож-несумісності), незалежності і, нарешті, сумісності (при цьому ми продовжуємо нумерацію цих випадків, започатковану в [1]). Також, для систематичності слід коротко розглянути всі інші комбінаторно можливі випадки, в яких між P (n) і R (n) немає регулярного відношення (як ві­домо, всі такі випадки легко відстежуються на діаграмі Ейлера-Венна для множин істинності двох предикатів).

4. Несумісність/Контрарність. Нехай

∀x1 ... ∀xn ¬(P(x1, ..., xn) ∧ R(x1, ..., xn)),

тобто, P (n) і R (n) несумісні (контрарні) (символічно: P (n) || R (n)).

В цьому випадку множини {𝔸P} і {𝔸R} розбиваються кожна на дві підмножини: в першій, яку ми позначимо через ‘{𝔸P[R]}’ (відповідно, через ‘{𝔸R[P]}’), не існує систем альтернатив, які б порушували межі предиката R (n) (відповідно, предиката P (n)), а в другій всі її елементи порушують межі предиката R (n) (відповідно, предиката P (n)); зрозуміло, що якщо Ω насичена, обидві описані підмножини кожної з множин {𝔸P} і {𝔸R} непорожні. Очевидно, що кожна 𝔸P (відповідно, 𝔸R) має вигляд {P (n), S1(n), ..., Sk(n), IFi1(n), ..., IFir(n)} (відповідно, {R (n), T1(n), ..., Tl(n), IFi1(n), ..., IFir(n)}), де — так само, як у випадку контрадикторних P (n) і R (n), який описувався в [1], — 1 ≤ r ≤ m, 1 ≤ ir ≤ m, а IF1(n), ..., IFm(n) — це всі тотожно-хибні на D предикати (один з яких може збігатися з якимось із предикатів P (n), R (n), якщо останній тотожно-хибний на D; також ми допускаємо випадок, коли r = m = 0 і список <IF1(n), ..., IFm(n)> порожній, тобто, коли в Ω не входять ніякі тотожно-хибні предикати, можливо, за винятком предиката P (n) або R (n)). Якщо при цьому 𝔸P ∊ {𝔸P[R]}  (відповідно, 𝔸R ∊ {𝔸R[P]}), то, додатково, існують предикати Si1(n), ..., Sip(n), які входять у список <S1(n), ..., Sk(n)> (відповідно, предикати Ti1(n), ..., Tiq(n), які входять у список <T1(n), ..., Tl(n)>) такі, що (Si1(n) ∨ ... ∨ Sip(n)) ≡ R (n) (відповідно, (Ti1(n) ∨ ... ∨ Tiq(n)) ≡ P (n)). Далі, очевидно, що перетин {𝔸P} і {𝔸R} непорожній, і кожен його елемент має вигляд 𝔸P, R<o, i1, ..., ir> = {P (n), R (n), V1(n), ..., Vo(n), IFi1(n), ..., IFir(n)}, де всі V1(n), ..., Vo(n), якщо вони є (тобто, якщо o > 0), суть здійсненні, і, крім того, вірно, що (P (n) ∨ V1(n) ∨ ... ∨ Vo(n)) ≡ (T1(n) ∨ ... ∨ Tl(n)) і (R (n) ∨ V1(n) ∨ ... ∨ Vo(n)) ≡ (S1(n) ∨ ... ∨ Sk(n)). Звідси і з попереднього твердження маємо, що 𝔸P, R<o, i1, ..., ir> ∊ {𝔸P[R]} і так само 𝔸P, R<o, i1, ..., ir> ∊ {𝔸R[P]}. А це означає, що існують два часткові відображення ϕ*1(1) та ϕ*2(1) множин {𝔸P} і {𝔸R} в перетин {𝔸P[R]} ∩ {𝔸R[P]} такі, що вони визначені точно на множинах {𝔸P[R]} і {𝔸R[P]} відповідно і задаються як наступні підстановки:

ϕ*1(𝔸P) = θ ({S1(n), ..., Sk(n)}, {R (n), V1(n), ..., Vo(n)}, 𝔸P),

ϕ*2(𝔸R) = θ ({T1(n), ..., Tl(n)}, {P (n), V1(n), ..., Vo(n)}, 𝔸R)

(задання відображення θ(3) див. в [1, с. 94]).

Відтак остаточно: якщо предикати P (n) і R (n) несумісні (контрарні), то відповідні їм множини систем альтернатив {𝔸P} і {𝔸R} на всякій насиченій Ω за умови не існування хоча б в одній 𝔸P (і так само 𝔸R) предикатів, які б порушували межі предиката R (n) (відповідно, P (n)), мають непорожні підмножини {𝔸P[R]} і {𝔸R[P]}, котрі, у свою чергу, мають спільний корінь; символічно:

P (n) || R (n) ∧ {𝔸P[R]} ≠ Ø ∧ {𝔸R[P]} ≠ Ø → {𝔸P[R]} ⨈ {𝔸R[P]}

для всякої насиченої  Ω (поняття спільного кореня див. у [1, с. 96].

4еx. За екстенсіонального підходу завжди можна підібрати таку Ω, над якою множини {𝔸P[R]} і {𝔸R[P]} будуть непорожніми для будь-яких P (n) і R (n) з Ω (напр., такою буде ΩD), тому додатково до встановленого вище можна сформулювати наступне екзистенційне положення: для всякої непорожньої D знайдеться Ω така, що {𝔸P[R]} ≠ Ø ∧ {𝔸R[P]} ≠ Ø, а відтак

P (n) || R (n) → {𝔸P[R]} ⨈ {𝔸R[P]}.

5. Лож-несумісність/Підконтрарність. Нехай

∀x1 ... ∀xn (P(x1, ..., xn) ∨ R(x1, ..., xn)),

тобто, P (n) і R (n) лож-несумісні (підконтрарні) (символічно: P (n) ⩔ R (n)).

В цьому випадку множини {𝔸P} і {𝔸R} не перетинаються, а кожна 𝔸P (відповідно, 𝔸R), як і у двох попередніх випадках (суперечливості та несуміс­ності) має вигляд {P (n), S1(n), ..., Sk(n), IFi1(n), ..., IFir(n)} (відповідно, {R (n), T1(n), ..., Tl(n), IFi1(n), ..., IFir(n)}). Додатково до цього, у випадку підконтрарності (як і у випадку суперечливості, але не несумісності) хоча б один із предика­тів P (n) і R (n) є здійсненним, а тому, якщо Ω повна, то існують такі предикати U1(n), ..., Um(n), що їхня диз’юнкція здійсненна і, крім того, вірно, що (U1(n) ∨ ... ∨ Um(n) ∨ S1(n) ∨ ... ∨ Sk(n)) ≡ R (n) і (U1(n) ∨ ... ∨ Um(n) ∨ T1(n) ∨ ... ∨ Tl(n)) ≡ P (n). Це означає, що всяка множина {S1(n), ..., Sk(n), U1(n), ..., Um(n), T1(n), ..., Tl(n), IFi1(n), ..., IFir(n)} ⊆ Ω для повної Ω є системою альтернатив на D, яка не вхо­дить ні в {𝔸P}, ні в {𝔸R}. Позначимо всяку таку систему альтернатив через ‘𝔸–P,R’. Очевидно, що існують такі два відображення ϕ•P(1) та ϕ•R(1) множини {𝔸–P,R} всіх систем альтернатив вигляду 𝔸–P,R у множини {𝔸P} і {𝔸R}, що ці відображення задаються як наступні підстановки:

ϕ•P (𝔸–P,R) = θ ({T1(n), ..., Tl(n), U1(n), ..., Um(n)}, {P (n)}, 𝔸–P,R),

ϕ•R (𝔸–P,R) = θ ({S1(n), ..., Sk(n), U1(n), ..., Um(n)}, {R (n)}, 𝔸–P,R).

Виходячи з існування відображень ϕ•P(1) та ϕ•R(1), множину {𝔸–P,R} можна назвати спільною верхівкою множин {𝔸P} і {𝔸R}. Позначатимемо від­ношення «множини M1 і M2 мають спільну верхівку» через ‘M1 ⨇ M2’. Звід­си остаточно: якщо предикати P (n) і R (n) лож-несумісні (підконтрарні), то від­повідні їм множини систем альтернатив {𝔸P} і {𝔸R} мають спільну верхівку над кожною повною Ω; символічно:

P (n) ⩔ R (n) → {𝔸P} ⨇ {𝔸R}.

6. Незалежність. Нехай

∃x1 ... ∃xn (P(x1, ..., xn) ∧ R(x1, ..., xn)) ∧

∧ ∃x1 ... ∃xn (P(x1, ..., xn) ∧ ¬R(x1, ..., xn)) ∧

∧ ∃x1 ... ∃xn (¬P(x1, ..., xn) ∧ R(x1, ..., xn)) ∧

∧ ∃x1 ... ∃xn (¬P(x1, ..., xn) ∧ ¬R(x1, ..., xn)),

тобто, P (n) і R (n) незалежні (символічно: P (n) ⫴ R (n)).

В цьому випадку множини {𝔸P} і {𝔸R} не перетинаються, а кожна 𝔸P (відповідно, 𝔸R), як і у трьох попередніх випадках (суперечливості, несуміс­ності та лож-несумісності) має вигляд {P (n), S1(n), ..., Sk(n), IFi1(n), ..., IFir(n)} (від­повідно, {R (n), T1(n), ..., Tl(n), IFi1(n), ..., IFir(n)}). При цьому, в силу самого означення відношення незалежності одночасно існують і такі предикати U1(n), ..., Um(n), що (U1(n) ∨ ... ∨ Um(n)) ≡ P (n) ∧ R (n), і такі предикати V1(n), ..., Vo(n), що (V1(n) ∨ ... ∨ Vo(n)) ≡ ¬P (n) ∧ ¬R (n), і обидві диз’юнкції U1(n) ∨ ... ∨ Um(n) та V1(n) ∨ ... ∨ Vo(n) однаково здійсненні. Як і у випадку несумісності, за незалеж­ності P (n) і R (n) слід виділяти підмножини {𝔸P[R]} і {𝔸R[P]} множин {𝔸P} і {𝔸R}, елементи яких не порушують меж предикатів R (n) і P (n) відповідно. Якщо {𝔸P[R]} і {𝔸R[P]} непорожні, як і у випадку несумісності, знайдуться предикати Si1(n), ..., Sip(n), які входять у список <S1(n), ..., Sk(n)> (відповідно, пре­дикати Ti1(n), ..., Tiq(n), які входять у список <T1(n), ..., Tl(n)>) такі, що (U1(n) ∨ ... ∨ Um(n) ∨ Si1(n) ∨ ... ∨ Sip(n)) ≡ R (n) (відповідно, (U1(n) ∨ ... ∨ Um(n) ∨ Ti1(n) ∨ ... ∨ Tiq(n)) ≡ P (n)). Звідси, всяка множина 𝔸–P,R = {Si1(n), ..., Sip(n), U1(n), ..., Um(n), Ti1(n), ..., Tiq(n), IFi1(n), ..., IFir(n)} ⊆ Ω є системою альтернатив на D, яка не входить ні в {𝔸P}, ні в {𝔸R}. А це означає, що, подібно до випадку підконтрарності, за умови не­порожності {𝔸P[R]} і {𝔸R[P]} існують два відображення ϕ°P(1) та ϕ°R(1) множини {𝔸–P,R} всіх систем альтернатив вигляду 𝔸–P,R у підмножини {𝔸P[R]} і {𝔸R[P]} мно­жин {𝔸P} і {𝔸R} такі, що ці відображення задаються як наступні підста­новки:

ϕ°P (𝔸–P,R) = θ ({Ti1(n), ..., Tiq(n), U1(n), ..., Um(n)}, {P (n)}, 𝔸–P,R),

ϕ°R (𝔸–P,R) = θ ({Si1(n), ..., Sip(n), U1(n), ..., Um(n)}, {R (n)}, 𝔸–P,R).

Звідси остаточно: якщо предикати P (n) і R (n) незалежні, а підмножини {𝔸P[R]} і {𝔸R[P]} відповідних їм множин систем альтернатив {𝔸P} і {𝔸R} непорожні, то ці {𝔸P[R]} і {𝔸R[P]} мають спільну верхівку над кожною повною Ω; символічно:

P (n) ⫴ R (n) ∧ {𝔸P[R]} ≠ Ø ∧ {𝔸R[P]} ≠ Ø → {𝔸P[R]} ⨇ {𝔸R[P]}.

7. Сумісність. Нехай

∃x1 ... ∃xn (P(x1, ..., xn) ∧ R(x1, ..., xn)),

тобто, P (n) і R (n) сумісні (символічно: P (n) ¤ R (n)).

В цьому випадку множини {𝔸P} і {𝔸R} не перетинаються, а сам випа­док може бути описаний еквіваленцією

P(n) ¤ R(n) ↔ ((P(n) ≡ R(n)) ∨ (P(n) ⊨ R(n)) ∨ (R(n) ⊨ P(n)) ∨ (P(n) ⩔ R(n)) ∨ (P(n) ⫴ R(n))),

яка означає, що на всякій повній Ω множини систем альтернатив {𝔸P} і {𝔸R} сумісних P (n) і R (n) або синонімічні, або одна з них частково накладається на другу, або ж вони мають спільну верхівку, або, нарешті, за умови непорож­ності {𝔸P[R]} і {𝔸R[P]}, мають спільну верхівку множини {𝔸P[R]} і {𝔸R[P]}; сим­волічно:

P (n) ¤ R (n) → (({𝔸P} ≃ {𝔸R}) ∨ ({𝔸P} ⮎ {𝔸R}) ∨ ({𝔸R} ⮎ {𝔸P}) ∨ ({𝔸P} ⨇ {𝔸R}) ∨ ({𝔸P[R]} ≠ Ø ∧ {𝔸R[P]} ≠ Ø → {𝔸P[R]} ⨇ {𝔸R[P]})).

7ex. За екстенсіонального підходу синонімічність замінюється на рів­ність, тож маємо, що на ΩD множини систем альтернатив {𝔸P} і {𝔸R} суміс­них P (n) і R (n) або рівні, або одна з них частково накладається на другу, або ж вони мають спільну верхівку, або, нарешті, за умови непорожності {𝔸P[R]} і {𝔸R[P]}, мають спільну верхівку множини {𝔸P[R]} і {𝔸R[P]}; символічно:

P (n) ¤ R (n) → (({𝔸P} = {𝔸R}) ∨ ({𝔸P} ⮎ {𝔸R}) ∨ ({𝔸R} ⮎ {𝔸P}) ∨ ({𝔸P} ⨇ {𝔸R}) ∨ ({𝔸P[R]} ≠ Ø ∧ {𝔸R[P]} ≠ Ø → {𝔸P[R]} ⨇ {𝔸R[P]})).

8–16. Вище ми розібрали сім випадків бінарних відношень між пре­дикатами. При цьому (як легко переконатися, побудувавши діаграму Ейлера-Венна) для двох предикатів існує 16 комбінаторних можливостей. Одна з них відповідає порожній D, ще сім відповідають відношенням еквівалентності (випадок 1 вище), строгого зумовлення в один і в другий бік (строге зумов­лення означає зумовлення, при якому виключається можливість еквівалент­ності), суперечливості (випадок 3 вище), несумісності (випадок 4 вище), лож-несумісності (випадок 5 вище) та незалежності (випадок 6 вище). Зали­шається вісім комбінаторних можливостей, які не описують ніяких регуляр­них відношень, а радше задають обмеження на самі предикати P (n) і R (n). Тим не менше, кожен із цих випадків описує деякий частинний випадок одного з відношень, розібраних вище (наприклад, якщо P (n) і R (n) однаково тотожно-істинні на D, то вони еквівалентні). Тому ці комбінаторні випадки не дода­ють нічого нового до сказаного вище, і їх не потрібно розглядати окремо.

Відношення між системами альтернатив. В [1, с. 97] був запропо­нований підхід до аналізу відношень між системами альтернатив, за яким са­мі системи альтернатив розглядаються як класифікації окремих предикатів, відтак ставиться питання про залежність між відношеннями, які можуть ма­ти місце між предикатами, та відношеннями між системами альтернатив, ко­трі суть класифікації цих предикатів. Але, оскільки ми при цьому розглядає­мо системи альтернатив на одній і тій самій D, з точки зору екстенсіональ­ного підходу це тривіально, адже всі предикати, які ми класифікуємо порів­нюваними системами альтернатив, суть тотожно-істинні на D. 

Нетривіальний підхід — однаково точки зору зору інтенсіональної чи екстенсіональної — можна запропонувати, якщо в основу покласти відноше­ння між предикатами, які складають самі порівнювані системи альтернатив. В такому разі стає очевидним, що для того, щоб між більш ніж двома систе­мами альтернатив мало місце якесь відношення — а нас в найбільш загаль­ному випадку цікавлять саме n-місні відношення за довільного n ∊ ℕ — по­трібно, щоб між предикатами, які складають такі системи альтернатив, існу­вало якесь симетричне або транзитивне попарне або сукупне відношення. В [1] було досліджено один такий випадок: відношення ортогональності, яке передбачає попарну незалежність предикатів, що належать ортогональним системам альтернатив (Твердження 9 в [1, с. 100]). Нижче ми опишемо такі відношення між системами альтернатив, як деталізація, перейменування та декілька відношень зсуву, перше з яких засноване на відношенні зумовлення (підпорядкування) між предикатами, друге — на еквівалентності, а всі інші передбачають симетрію та транзитивність як окремі властивості функцій, що зіставлятимуть предикати у потрібному відношенні.

2. Деталізація. Всяка система альтернатив є класифікацією (поділом-розбиттям) CLS деякого фіксованого предиката S (n) (див. [1, с. 97]. Однак, якщо наша система предикатів достатньо багата, в її межах один і той самий предикат можна розбити (класифікувати) по-різному, в тому числі і з різною мірою деталізації. Скажімо, людей  можна класифікувати за віком на дітей і дорослих, взявши за лінію поділу вік фізіологічного визрівання у чоловіків (21 рік) або у жінок (20 років); це означає розбиття предиката Людина(1) на предикати Дитина(1) та Дорослий(1). Але ми можемо здійснити й детальнішу

класифікацію, розбивши дітей і дорослих на менші вікові групи; зробити це можна також різними способами, зокрема, з різною деталізацією. Це природ­но приводить нас до наступного означення. Назвемо систему альтернатив 𝔸P = {Pi(n)}i ∊ I на D деталізацією всякої такої системи альтернатив 𝔸R = {Rj(n)}⁠j ∊ J на D, для якої існують відношення α(2) з графіком Gα ⊆ 𝔸P×𝔸R та β(2) з графіком Gβ ⊆ 𝔸R×𝔸P такі, що

1) α(2) і β(2) взаємно обернені: Pi(n) α Rj(n) ↔ Rj(n) β Pi(n) для всіх i ∊ I, j ∊ J;

2) α(2) є відображенням;

3) множина {β(R (n))} образів всякого R (n) ∊ 𝔸R у відношенні β(2) є системою альтернатив на dom1R (n).

(Зауваження. В силу Твердження 1 з [1] множина {β(R (n))} може скла­датися з одного-єдиного елемента, еквівалентного на D предикату R (n)).

Ми називаємо синонімічними всякі дві множини предикатів, між яки­ми може бути встановлена взаємно-однозначна відповідність, яка є синонімі­єю (див. останнє поняття в [1, с. 93–94]).

ТВЕРДЖЕННЯ 10. a) Якщо дві нетривіальні системи альтернатив на одній D суть деталізації одна одної, то вони синонімічні; b) за екстенсіо­нального підходу відношення деталізації антисиметричне на будь-якій мно­жині нетривіальних систем альтернатив.

Доведення. Нехай системи альтернатив 𝔸P = {Pi(n)}i ∊ I та 𝔸R = {Rj(n)}j ∊ J на D нетривіальні й суть деталізації одна одної. Тоді, згідно з пунктом 3) означення поняття деталізації, існують відношення β1(2) з графіком Gβ1 ⊆ 𝔸R×𝔸P та β2(2) з графіком Gβ2 ⊆ 𝔸P×𝔸R такі, що для будь-яких P (n) ∊ 𝔸P та R (n) ∊ 𝔸R множини {β2(P (n))} і {β1(R (n))} суть системи альтернатив на dom1P (n) та dom1R (n) відповідно. В силу пункту (ii) означення поняття систе­ми альтернатив (див. [1, с. 87–88])  множини {β2(P (n))} для різних P (n) (відпо­відно, {β1(R (n))} для різних R (n)) не перетинаються між собою, а диз’юнкції їхніх елементів попарно несумісні. Це означає, що, в силу пунктів 1) і 2) оз­начення поняття деталізації, кожен P (n) ∊ 𝔸P (відповідно, R (n) ∊ 𝔸R) входить в одну і тільки одну множину вигляду {β1(R (n))} (відповідно, вигляду {β2(P (n))}) для деякого R (n) ∊ 𝔸R (відповідно, P (n) ∊ 𝔸P).

Зафіксуємо два такі предикати P (n) ∊ 𝔸P і R (n) ∊ 𝔸R, що P (n) ∊ {β1(R (n))}. В силу  еквіваленції (5) з [1, с. 88] 

		P (n) ∨ S (n)S (n)∊ {β1(R (n))} \ {P (n)} ≡ R (n).

		(1)





Для R (n) при цьому існують дві можливості: R (n) ∊ {β2(P (n))} і R (n) ∉ {β2(P (n))}. Припустимо, що R (n) ∊ {β2(P (n))}. В такому разі, аналогічно до (1),

		R (n) ∨ T (n)T (n)∊ {β2(P (n))} \ {R (n)} ≡ P (n).

		(2)





З (1) і (2) маємо

		P (n) ∨ S (n)S (n)∊ {β1(R (n))} \ {P (n)} ∨ T (n)T (n)∊ {β2(P (n))} \ {R (n)} ≡ P (n),

		





що означає, що диз’юнкції S (n)S (n) ∊ {β1(R (n))} \ {P (n)} та T (n)T (n) ∊ {β2(P (n))} \ {R (n)} не здій­сненні на D, а відтак, в силу нетривіальності 𝔸P і 𝔸R, множини {S (n)}S (n)∊ {β1(R (n))} \ {P (n)} та {T (n)}T (n)∊ {β2(P (n))} \ {R (n)} порожні, а отже, множини {β2(P (n))} і {β1(R (n))} складаються кожна з одного елемента, а саме: {β2(P (n))} = {R (n)} і {β1(R (n))} = {P (n)}, причому P (n) ≡ R (n). Припустимо тепер, що R (n) ∉ {β2(P (n))}. В такому разі існує якийсь інший P*(n) ∊ 𝔸P такий, що R (n) ∊ {β2(P*(n))}. Звідси маємо R (n) ⊨ P*(n). Оскільки ж P (n) || P*(n), але, в силу (1), P (n) ⊨ R (n), приходимо до суперечності P (n) ⊨ P*(n) ∧ P (n) || P*(n), що означає, що припущення R (n) ∉ {β2(P (n))} хибне. Припущення ж R (n) ∊ {β2(P (n))} привело нас вище до висновку, що множини {β2(P (n))} і {β1(R (n))} однаково складаються з одного елемента, і ці елементи еквівалентні. Таким чином, відношення β1(2) і β2(2), розглядувані як функції, суть взаємно обернені відображення, а відтак між системами альтернатив 𝔸P і 𝔸R існує взаємно-однозначна відповідність, яка замінює предикати на еквівалентні їм, а тому відповідає означенню синоні­мії. Це доводить пункт a) Твердження 10.

За екстенсіонального підходу всі еквівалентні предикати суть тотожні, тому відображення β1(2) і β2(2) встановлюватимуть діагональне відношення на об’єднанні 𝔸P ∪ 𝔸R, звідки 𝔸P = 𝔸R. Це доводить пункт b) Твердження 10. □



Основна властивість відношення деталізації наступна:

ТВЕРДЖЕННЯ 11. a) Відношення деталізації є відношенням квазіпо­рядку (передпорядку); b) на всякій пороговій Ω (або, що те саме, за екстен­сіонального підходу) відношення деталізації є відношенням часткового по­рядку на множині нетривіальних систем альтернатив.

Доведення. Відношення деталізації рефлексивне й транзитивне, а за екстенсіонального підходу ще й антисиметричне на множині нетривіальних систем альтернатив. 

Рефлексивність очевидна (в якості α(2) і β(2) беремо діагональне відно­шення на 𝔸P).

Доведемо транзитивність. Нехай 𝔸P є деталізацією 𝔸R, а відношення, передбачені означенням поняття деталізації, — це α(2) з графіком Gα ⊆ 𝔸P×𝔸R і β(2) з графіком Gβ ⊆ 𝔸R×𝔸P. Нехай, далі, 𝔸R є деталізацією деякої 𝔸T, а відношення, передбачені означенням поняття деталізації для цього випадку, — це γ(2) з графіком Gγ ⊆ 𝔸R×𝔸T і δ(2) з графіком Gδ ⊆ 𝔸T×𝔸R. Утворимо відношення ε(2) = α(2)γ(2) з графіком Gε ⊆ 𝔸P×𝔸T і ζ(2) = δ(2)β(2) з гра­фіком Gζ ⊆ 𝔸T×𝔸P, тобто відношення такі, що для всіх P (n) ∊ 𝔸P і T (n) ∊ 𝔸T маємо P (n) ε T (n) ≡ P (n) αγ T (n) і T (n) ζ P (n) ≡ T (n) δβ P (n). Очевидно, що ε(2) та ζ(2) взаємно обернені (оскільки ζ(2) = δ(2)β(2) = γ–1(2)α–1(2) = ε–1(2), де через ‘ω–1(2)’ ми позначаємо обернення відношення ω(2)), і що ε(2) є відображенням (оскіль­ки α(2) і γ(2) суть відображення згідно з пунктом 2) означення поняття деталі­зації). Залишається вказати, що якщо розглядати відношення β(2) і δ(2) як неоднозначні функції β(2): 𝔸R ⇒ 𝔸P та δ(2): 𝔸T ⇒ 𝔸R, то вони переводять (пере­творюють, частково мультивідображають) кожен свій аргумент (предикат з 𝔸R і 𝔸T відповідно) або в один об’єкт (предикат з 𝔸P і 𝔸R відповідно), або у систему альтернатив; відтак, те саме стосується відношення ζ(2) = δ(2)β(2), яке можна розглядати як функцію ζ(2): 𝔸T ⇒ 𝔸P (звертаємо увагу читача на те, що неоднозначні функції зіставляють своїм аргументам окремі значення — хай їх і більше одного, — а не множини значень, тому множина образів {ε(P (n))} для всякого P (n) буде саме множиною предикатів, а не множиною множин предикатів). Цим доводиться пункт a) Твердження 11.

Звідси і з Твердження 10.b) безпосередньо випливає й пункт b) Твердження 11. □

Для всякого ординала ό деталізаційною послідовністю на D назвемо всяку таку послідовність 𝕒 = <𝔸i>1≤ i ≤ ό систем альтернатив на D, в якій кожна 𝔸i+1 є деталізацією 𝔸i. В силу Тверджень 1 і 2 з [1, с. 89] у всякій деталізацій­ній послідовності очевидно є перший елемент In 𝕒 = 𝔸1; трохи менш очевид­но, що в ній також є й останній елемент Fin 𝕒 = 𝔸ό; однак, оскільки існують предикати з одноелементними областями істинності, цей останній елемент обов’язково існує. Деталізаційну послідовність 𝕒 = <𝔸i>1≤ i≤ ό на D назвемо початковим сегментом деталізаційної послідовності 𝕓 = <𝔸j>1≤ j≤ ύ на D (де ύ — ординал), я. я. існує таке відображення 𝕒 в 𝕓, за якого 𝔸i = 𝔸j для всіх i ≤ ό (звідки випливає, що ό ≤ ύ). Цілком очевидним є

ТВЕРДЖЕННЯ 12. Відношення «𝕒 є початковим сегментом 𝕓» є відношенням строгого порядку.

Казатимемо, що деталізаційна послідовність 𝕒 може бути продовже­на до деталізаційної послідовності 𝕓, я. я. 𝕒 є початковим сегментом 𝕓. Деталізаційну послідовність 𝕒 назвемо (деталізаційною) послідовністю з максимальною деталізацією, я. я. її останній елемент Fin 𝕒 складається винятково з предикатів з одноелементними областями істинності і, можливо, деяких не здійсненних на D предикатів. Очевидним є наступне

ТВЕРДЖЕННЯ 13. Всяка деталізаційна послідовність може бути продовжена до послідовності з максимальною деталізацією.

3. Перейменування. Назвемо систему альтернатив 𝔸P на D переймену­ванням системи альтернатив 𝔸R на D, я. я. існують два взаємно-однозначні відображення φ(1): D ↦ D і ψ(1): 𝔸R ↦ 𝔸P такі, що для всіх a1, ..., an ∊ D і вся­кого R (n) ∊ 𝔸R маємо

		R(a1, ..., an) → ψ(R) (φ(a1), ..., φ(an)).

		(3)





Приклад. Нехай D = {a, b, c, d, e, æ}, 𝔸P = {P1(1), P2(1), P3(1)}, 𝔸R = {R1(1), R2(1), R3(1)}, dom1P1(1) = {a}, dom1P2(1) = {b, c}, dom1P3(1) = {d, e, æ}, dom1R1(1) = {a, b, c}, dom1R2(1) = {d, e}, dom1R3(1) = {æ}, φ: {a ↦ æ, b ↦ d, c ↦ e, d ↦ b, e ↦ c, æ ↦ a}, ψ: {R1(1) ↦ P3(1), R2(1) ↦ P2(1), R3(1) ↦ P1(1)}. Тоді, як легко перевірити, 𝔸P є перейменуванням 𝔸R.

Називатимемо системи альтернатив 𝔸P і 𝔸R на D взаємними перейме­нуваннями, я. я. вони є перейменуваннями одна одної. Про відношення «сис­тема альтернатив 𝔸P на D є перейменуванням системи альтернатив 𝔸R на D» говоритимемо просто як про відношення перейменування, щоб відрізняти йо­го від означеного в даному абзаці бінарного відношення взаємного перейме­нування. Основна властивість відношення перейменування полягає в тому, що

ТВЕРДЖЕННЯ 14. Відношення перейменування є відношенням еквівалентності.

Доведення. Очевидно, що відношення перейменування рефлексивне (в якості обох відображень φ(1) і ψ(1) беремо тривіальне відображення id(1), для якого id(x) = x для будь-якого допущенного аргумента x).

Доведемо симетрію. Припустимо, що 𝔸P є перейменуванням 𝔸R, але 𝔸R не є перейменуванням 𝔸P. В цьому разі, які б не були відображення φ*(1): D ↦ D і ψ*(1): 𝔸P ↦ 𝔸R, знайдуться такі b1, ..., bn ∊ D і такий предикат P (n) ∊ 𝔸P, що буде P (b1, ..., bn), але ¬ ψ*(P) (φ*(b1), ..., φ*(bn)). Візьмемо в якості таких відображень φ*(1) і ψ*(1) обернення φ–1(1): D ↦ D і ψ–1(1): 𝔸P ↦ 𝔸R якихось таких відображень φ(1) і ψ(1), які забезпечують виконання тієї умови, що 𝔸P є перейменуванням 𝔸R. Маємо: ¬ ψ–1(P) (φ–1(b1), ..., φ–1(bn)). Далі, в си­лу пункту (ii) означення поняття системи альтернатив (див. [1, с. 87–88] в 𝔸R знайдеться такий предикат T(n), що T (φ–1(b1), ..., φ–1(bn)). Звідки разом з умо­вою (3) випливає, що ψ(T) (φ(φ–1(b1)), ..., φ(φ–1(bn))), що, в силу взаємної одно­значності φ(1) означає, що φ(φ–1(a)) = a для всіх a ∊ D, а отже — що ψ(T) (b1, ..., bn). І оскільки ψ[𝔸R] = 𝔸P (де ψ[M] — це образ множини M за відображення ψ(1)), то виходить, що ψ(T (n)) = P (n) — оскільки ψ(T) (b1, ..., bn) ∧ P (b1, ..., bn) і ψ(T (n)), P (n) ∊ 𝔸P, — що суперечить взаємно-однозначності ψ(1). Таким чином, початкове припущення хибне, і якщо 𝔸P є перейменуванням 𝔸R, то й 𝔸R є перейменуванням 𝔸P.

Транзитивність відношення перейменування очевидна. □

З Твердження 14, а точніше, з факту симетричності відношення пе­рейменування безпосередньо випливає

НАСЛІДОК. Якщо якась система альтернатив є перейменуванням якоїсь другої системи альтернатив, то обидві вони суть взаємні переймену­вання. Або, інакше кажучи: відношення перейменування зумовлює (імплікує) бінарне відношення взаємного перейменування.

Зокрема, це означає, що умова (3) зумовлює формально більш сильну умову

		R (a1, ..., an) ↔ ψ(R) (φ(a1), ..., φ(an)),

		





яка характеризує відношення взаємного перейменування.

Друга важлива властивість відношення перейменування (а отже й бі­нарного відношення взаємного перейменування) полягає в тому, що відобра­ження ψ(1), яке входить в означення поняття перейменування, зіставляє між собою предикати з рівночисе́льними областями істинності (це випливає із симетрії відношення). Саме це й є причиною вибору назви: бо з точки зору екстенсіонального підходу ми ніби перейменовуємо предикати за допомогою відображення ψ(1), зберігаючи їхні графіки; з точки зору інтенсіонального підходу, якого ми дотримуємося, ми маємо тут зіставлення еквівалентних предикатів, що доволі близько до інтуїції перейменування.

Симетричність відношення перейменування означає, що його можна узагальнити з бінарного до n-арного відношення для довільного n ≥ 2. Для цього введемо допоміжну технічну конструкцію. Розглянемо ін’єктивну функцію ζn(1): ℕ ↦ ℕ таку, що ζn(0) = 0, 1 ≤ ζn(x) ≤ n, якщо 1 ≤ x ≤ n, і ζn(x) = 0, якщо x > n. Всяка така функція здійснює перестановку довільних об’єктів, занумерованих числами від 1 до n, перетворюючи кортеж (послідовність) <a1, ..., an> на кортеж <aζn(1), ..., aζn(n)>. Через ‘<a*ζn(1), ..., a*ζn(p)>’ позначимо таку перестановку кортежу <aζn(1), ..., aζn(p)>, в якій p ≤ n і номери ζn(i) розміщені в порядку зростання, інакше кажучи, в якій якщо ζn(i) < ζn(i) для i, j ≤ p, то й aζn(i) ≺ aζn(j) (де ≺(2) — відношення передування в послідовностях).

Нехай тепер дано кортеж 𝕒 = <𝔸l>l≤k систем альтернатив на D. Еле­менти 𝕒 назвемо взаємними перейменуваннями, я. я. існують відношення Φ(k) з графіком GΦ ⊆ Dk і Ψ(k) з графіком GΨ ⊆ 𝔸1×...×𝔸k такі, що

1) для всіх a1, ..., ak ∊ D, якщо Φ (a1, ..., ak), то для будь-яких aζk(1), ..., aζk(k–1) ∊ {a1, ..., ak} знайдеться єдиний такий aζk(k) ∊ D, що Φ (a*ζk(1), ..., a*ζk(k));

2) для всіх P1(n), ..., Pk(n) ∊ ⋃i≤k𝔸i, якщо Ψ (P1(n), ..., Pk(n)), то для будь-яких Pζk(1)(n), ..., Pζk(k–1)(n) ∊ {P1(n), ..., Pk(n)} знайдеться єдиний такий Pζk(k)(n) ∊ ⋃i≤k𝔸i, що Ψ (P*ζk(1)(n), ..., P*ζk(k)(n));

3) для всіх a1,1, ..., a1,k, a2,1, ..., a2,k, ..., an,1, ..., an,k ∊ D і всіх P1(n), ..., Pk(n) ∊ ⋃i≤k𝔸i, якщо Φ (ai,1, ..., ai,k) для кожного 1 ≤ i ≤ n, і якщо Ψ (P1(n), ..., Pk(n)), то Pζk(1) (a1, ζk(1), ..., a1, ζk(1)) → Pζk(i) (a1, ζk(i), ..., a1, ζk(i)) для всіх 1 ≤ i ≤ k.

Про так означене відношення перейменування між системами альтер­натив 𝔸1×...×𝔸n говоритимемо як про n-арне відношення взаємного перейме­нування. Введемо наступне позначення:

		⇔i ∊ I Pi (x1, ..., xn) ≡Df i ∊ I Pi (x1, ..., xn) ∨ i ∊ I ¬ Pi (x1, ..., xn).

		(4)





Як видно з цього означення, воно задає n-місне відношення еквівалентності. Має місце

ТВЕРДЖЕННЯ 15. Системи альтернатив 𝔸1, ..., 𝔸k суть взаємні перейменування, я. я. для всіх P1(n) ∊ 𝔸1, ..., Pk(n) ∊ 𝔸k, для яких вірно, що Ψ (P1(n), ..., Pk(n)), за будь-яких  a1,1, ..., an,k ∊ D таких, що Φ (a1,1, ..., a1,k) ∧ ... ∧ Φ (an,1, ..., an,k), на D істинна формула ⇔1 ≤ i ≤ k Pi (a1,i, ..., an,i).

Доведення. Нехай здійснюються умови Твердження 15 і нехай Pi (a1,i, ..., an,i) для якогось фіксованого 1 ≤ i ≤ k. Тоді з означення n-арного відношення взаємного перейменування випливає, що Pj (a1, j, ..., an, j) для кожного 1 ≤ j ≤ k такого, що j ≠ i, а отже, 1 ≤ i≤ k Pi (a1, i, ..., an, i). Нехай тепер здійснюються умови Твердження 15 і при цьому ¬ Pi (a1,i, ..., an, i) для деякого 1 ≤ i ≤ k. Контрапозиція умови 3) означення n-арного відношення взаємного перейменування стверджує, що якщо висловлювання Pi (a1,i, ..., an,i) хибне хоча б для одного 1 ≤ i ≤ k, буде хибним і Pj (a1, j, ..., an, j) для кожного 1 ≤ j ≠ i ≤ k, а відтак матиме місце кон’юнкція 1 ≤ i≤ k ¬ Pi (a1, i, ..., an, i). А це, в силу означення (4), і доводить Твердження 15. □

4. Зсув. Казатимемо, що дві системи альтернатив 𝔸1 і 𝔸2 на D перебу­вають у відношенні зсуву відносно (щодо) відображення ψ(1): 𝔸1 ↦ 𝔸2, або, простіше, перебувають у відношенні ψ-зсуву, я. я. ψ(1) взаємно-однозначне і для будь-якого предиката P(n) ∊ 𝔸1 та деяких k, l ≥ 1 в будь-якій насиченій Ω знайдуться такі попарно несумісні предикати S1(n), ..., Sk(n), T1(n), ..., Tl(n), що ψ(P (n)) ≡ (P (n) ∧ 1 ≤ i≤ k¬ Si (n)) ∨ 1 ≤ j≤ l Tj (n).  Казатимемо, що 𝔸1 і 𝔸2 просто перебувають у відношенні зсуву, я. я. знайдеться таке ψ(1): 𝔸1 ↦ 𝔸2, що 𝔸1 і 𝔸2 перебувають у відношенні ψ-зсуву.

Таким чином, ми означили два бінарні відношення зсуву. Основна властивість другого з них, не залежного від вибору відображення ψ(1), нас­тупна:

ТВЕРДЖЕННЯ 16. Бінарне відношення зсуву є відношенням еквіва­лентності.

Доведення. Рефлексивність очевидна (в якості ψ(1) беремо id(1), в якості S (n) і T (n) (тобто, k = l = 1) беремо будь-який — а за екстенсіонального підходу: єдиний — IF (n)).

Доведемо симетрію. Нехай 𝔸1 і 𝔸2 перебувають у відношенні ψ-зсуву. Тоді, оскільки (A ∧ ¬B) ∨ B ≡ A ∨ B і  (A ∨ B) ∧ ¬B ≡ A ∧ ¬B, то для всякого P (n) ∊ 𝔸1 маємо

(ψ(P (n)) ∧ 1 ≤ j≤ l¬ Tj (n)) ∨ 1 ≤ i≤ k Si (n) ≡ 

≡ (((P (n) ∧ 1 ≤ i≤ k¬ Si (n)) ∨ 1 ≤ j≤ l Tj (n)) ∧ 1 ≤ j≤ l¬ Tj (n)) ∨ 1 ≤ i≤ k Si (n) ≡ 

≡ ((P (n) ∧ 1 ≤ i≤ k¬ Si (n)) ∧ 1 ≤ j≤ l¬ Tj (n)) ∨ 1 ≤ i≤ k Si (n) ≡ 

≡ (P (n) ∧ 1 ≤ j≤ l¬ Tj (n)) ∨ 1 ≤ i≤ k Si (n).

В силу взаємної однозначності ψ(1) це має місце для будь-якого R (n) ∊ 𝔸2, тобто, для всякого R (n) ∊ 𝔸2 існує P (n) ∊ 𝔸1 такий, що R (n) = ψ(P (n)), а отже й P (n) = ψ–1(R (n)); відтак, для всіх R (n) ∊ 𝔸2 вірно, що

(R (n) ∧ 1 ≤ j≤ l¬ Tj (n)) ∨ 1 ≤ i≤ k Si (n) ≡ (ψ(P (n)) ∧ 1 ≤ j≤ l¬ Tj (n)) ∨ 1 ≤ i≤ k Si (n).

А це означає, що кон’юнкція 1 ≤ j≤ l¬ Tj (n) та диз’юнкція 1 ≤ i≤ k Si (n) грають від­носно всякого R (n) ∊ 𝔸2 ту саму роль, що й кон’юнкція 1 ≤ i≤ k¬ Si (n) і диз’юнк­ція 1 ≤ j≤ l Tj (n) відносно всякого P (n) ∊ 𝔸1. Відтак, 𝔸2 і 𝔸1 перебувають у відно­шенні ψ-зсуву.

Нарешті, доведемо транзитивність. Нехай 𝔸1 і 𝔸2 перебувають у від­ношенні ψ1,2-зсуву, а 𝔸2 і 𝔸3 перебувають у відношенні ψ2,3-зсуву і нехай S1,1(n), ..., S1, k(n), T1,1(n), ..., T1, l(n) — це предикати, передбачені означенням для випадку ψ1,2-зсуву, а S2,1(n), ..., S2, m(n), T2,1(n), ..., T2, p(n) — це предикати, передба­чені означенням для випадку ψ2,3-зсуву. Тоді функція  ψ1,3(1): 𝔸1 ↦ 𝔸3, задана умовою ψ1,3(x) = ψ2,3(ψ1,2(x)), очевидно є взаємно-однозначним відображен­ням. В силу ж попарної несумісності предикатів S1, i(n), T1, j(n) та S2,e(n), T2,o(n) (1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ l, 1 ≤ e ≤ m, 1 ≤ o ≤ p) і того, що 

((A ∧ ¬B) ∨ C) ↔ ((A ∨ C) ∧ ¬B) ≡ B | C,

маємо, що для кожного всякого P (n) ∊ 𝔸1

(((ψ1,3(P (n)) ∧ 1 ≤ i ≤ k¬ S1,i (n)) ∨ 1 ≤  j ≤ lT1, j (n)) ∧ 1 ≤ e ≤ m¬ S2,i (n)) ∨ 1 ≤ o≤ pT2,o(n) ≡

 ≡ (((ψ1,3(P (n)) ∧ 1 ≤  i ≤ k¬ S1,i (n) ∧ 1 ≤  e ≤ m¬ S2,i (n)) ∨ 1 ≤  j ≤ lT1, j (n) ∨ 1 ≤ o ≤ pT2,o(n),

відтак, остаточно, 𝔸1 і 𝔸3 перебувають у відношенні ψ1,3-зсуву.

Таким чином, бінарне відношення зсуву рефлексивне, симетричне та транзитивне, а отже, є відношенням еквівалентності. □

Оскільки бінарне відношення зсуву симетричне, воно легко узагаль­нюється до такого самого n-арного відношення. А саме, казатимемо, що сис­теми альтернатив 𝔸1, ..., 𝔸n на D перебувають в n-арному відношенні зсуву, я. я. для кожного 1 ≤ i ≤ n–1 знайдуться такі відображення ψi(1): 𝔸i ↦ 𝔸i+1, що 𝔸i  та 𝔸i+1 перебувають у відношенні ψi-зсуву. Якщо ж системи альтернатив 𝔸1, ..., 𝔸n на D перебувають в n-арному відношенні зсуву і при цьому 𝔸n і 𝔸1 перебувають у відношенні зсуву, казатимемо, що 𝔸1, ..., 𝔸n перебувають у циклічному n-арному відношенні зсуву. Можна означувати і ще вужчі відно­шення зсуву, встановлюючи додаткові обмеження на предикати, які входять у порівнювані системи альтернатив (таким обмеженням може бути еквівалент­ність, яка зумовить рівночисе́льність).

Нехай системи альтернатив 𝔸1, ..., 𝔸n на D перебувають в n-арному (відповідно, циклічному n-арному) відношенні зсуву такому, що для кожного 1 ≤ i ≤ n–1 існують передбачені означенням відображення ψi(1): 𝔸i ↦ 𝔸i+1 такі, що 𝔸i та 𝔸i+1 перебувають у відношенні ψi-зсуву (відповідно, вказані відобра­ження, а також відображення ψn(1): 𝔸n ↦ 𝔸1, за рахунок якого 𝔸n та 𝔸1 перебувають у відношенні ψn-зсуву). Тоді відношення Ψ(n) з графіком GΨ ⊆ 𝔸1×...×𝔸n таке, що для всіх P1(n) ∊ 𝔸1, ..., Pn(n) ∊ 𝔸n має місце еквіваленція Ψ(P1(n), ..., Pn(n)) ↔ (ψ1(P1(n)) = P2(n) ∧ ... ∧ ψn–1(Pn–1(n)) = Pn(n)) (відповідно,

Ψ(P1(n), ..., Pn(n)) ↔ (ψ1(P1(n)) = P2(n) ∧ ... ∧ ψn–1(Pn–1(n)) = Pn(n) ∧ ψn(Pn(n)) = P1(n))) назвемо стрижневи́м відношенням вказаного відношення n‑арного (відповідно, циклічного n-арного) відношення зсуву між вказаними 𝔸1, ..., 𝔸n.

Приклад. Нехай дано D, Ω, системи альтернатив 𝔸P = {P1(n), P2(n), P3(n)}, 𝔸R = {R1(n), R2(n), R3(n)}, 𝔸S = {S1(n), S2(n), S3(n)} на D і відображення ψ1(1): 𝔸P ↦ 𝔸R, ψ2(1): 𝔸R ↦ 𝔸S та ψ3(1): 𝔸S ↦ 𝔸P такі, що Gψ1 = {<P1(n), R1(n)>, <P2(n), R2(n)>, <P3(n), R3(n)>}, Gψ2 = {<R1(n), S1(n)>, <R2(n), S2(n)>, <R3(n), S3(n)>}, Gψ3 = {<S3(n), P1(n)>, <S1(n), P2(n)>, <S2(n), P3(n)>}, і 𝔸P та 𝔸R перебувають у відношенні ψ1-зсуву, 𝔸R та 𝔸S перебувають у відношенні ψ2-зсуву, а 𝔸S та 𝔸P перебувають у відношенні ψ3‑зсуву. В такому разі 𝔸P, 𝔸R, 𝔸S перебувають у 3-місному відношенні зсуву (яке забезпечують відображення ψ1(1) та ψ2(1)) і водночас у циклічному 3‑місному відношенні зсуву (яке забезпечують відображення ψ1(1), ψ2(1) та ψ3(1)), а відношення Ψ(3) з графіком GΨ ⊆ 𝔸P×𝔸R×𝔸S таке, що GΨ = {<P1(n), R1(n), S1(n)>, <P2(n), R2(n), S2(n)>, <P3(n), R3(n), S3(n)>} є стрижневим відношенням обох вказаних 3-місних відношень зсуву між 𝔸P, 𝔸R та 𝔸S.

При подальшому розгляді властивостей систем альтернатив ми, серед іншого, плануємо розглянути також і наступне

ПИТАННЯ. Якщо між даними системами альтернатив 𝔸1, ..., 𝔸k на­явне k-місне (циклічне k-місне) відношення зсуву, якою є числова залежність F (k, p, m) = 0 між кількістю k заданих систем альтернатив, потужністю p кожної з них та кількістю m стрижневих відношень Ψ(k) заданого відношен­ня зсуву?
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