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ВІДНОШЕННЯ МІЖ СИСТЕМАМИ АЛЬТЕРНАТИВ ТА ЇХНІМИ 
МНОЖИНАМИ

Системою  альтернатив  на  заданій  предметній  області  D  ми  
називаємо  будь-яку  таку  множину  n-місних  предикатів,  що  на  всякій  
довільній  n-ці  предметів з  D здійснюється один і  тільки один з  них.  Ми  
ставимо  перед  собою  завдання  побудови  загальної  теорії  систем  
альтернатив.  У  тексті  завершено  загальний  розгляд  питання,  які  
відношення мають місце між множинами таких систем альтернатив на  
одній  D,  в  кожну  з  яких  входять предикати,  які  перебувають у  якомусь  
фіксованому відношенні (ми досліджуємо несумісність, лож-несумісність,  
незалежність  та  сумісність).  Далі  розглянуто  такі  відношення  між  
самими  системами  альтернатив  на  одній  D,  як  деталізація  та  кілька  
відношень перейменування і  зсуву.  Особливу увагу приділено узагальненню  
бінарних відношень до n-арних за довільного натурального n.

Ключові  слова: предикат,  система  альтернатив,  деталізація,  
перейменування, зсув.

We call a system of alternatives on a given domain D any set of n-ary  
predicates such that one and only one of them satisfies for any arbitrary n-tuple of  
individuals from D. We set ourselves the task of building a general theory of systems 
of alternatives. The text completes a general consideration of the question of what  
relations hold between sets of systems of alternatives on the same D such that each  
of them includes predicates that are in some fixed relation (we study inconsistency,  
false-inconsistency, independence, and consistency). Next, such relations between  
the systems of alternatives on the same D as detailing and several relations of  
renaming as well as displacement are considered. Special attention is paid to the  
generalization of binary relations to n-ary ones for arbitrary natural n.

Keywords: predicate,  system  of  alternatives,  detailing,  renaming,  
displacement.

Постановка проблеми

Мотивація. Пропонована  робота  є  безпосереднім  продовженням 
роботи [1], в якій було введено поняття системи альтернатив на довільній 
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непорожній множині (предметній області) D як всякої такої множини 𝔸 пре-

дикатів, означених на D, що будь-які два різні елементи 𝔸 несумісні на D, а 

диз’юнкція всіх елементів 𝔸 тотожно-істинна на D. Предикати ми розуміємо 

однаково і як відношення на D, і як функції вигляду f  (n): Dn ↦ 𝔹 для всякого 

n ∊ ℕ, де  𝔹 = {1, 0} — це множина значень істинності  1 (істина) та  0 (лож, 

хиба). (Примітка. Слід виправити о́ друк, допущений в [1]: на с. 85 замість 
‘f: D  ↦ 𝔹’ мало б бути ‘f  (n): Dn ↦ 𝔹’; також, на с. 87 замість «трикутник» 

скрізь слід читати: «рівносторонній трикутник»). В силу існування еквіва-
лентності між предикатами-відношеннями та предикатами-функціями, зада-
ними на одній D (співвідношення (1) і (2) в [1, с. 86]) ми ведемо виклад у 
(трохи простіших) термінах предикатів-відношень. 

Строге означення поняття системи альтернатив у термінах предикатів 
обох видів див. в [1, с. 87–88]. В тій же роботі покладено початок системати-
чній побудові теорії систем альтернатив і (в останньому розділі) обговорено 
можливі сфери застосування такої теорії у логіці, математиці, філософії та 
психології (всього окреслено 7 сфер застосування). 

Наш теоретичний інтерес наступний. З точки зору математика поняття 
системи альтернатив не є чимось новим: у різних математичних науках (і у 
філософії, яка дотична до логіки та математики) ми натрапляємо на це поняття 
в різних формулюваннях; так, у теорії множин ми натрапляємо на нього у 
вигляді  поняття  розбиття  множини  (замість  предикатів  використовуються 
теж множини), в абстрактній алгебрі — у вигляді поняття розбиття одиниці 
(верхнього елемента)  решітки,  у  теорії  імовірностей — у вигляді  поняття 
простору елементарних подій; у філософській логіці та епістемології зазви-
чай говорять про класифікації там, де ми говоримо про системи альтернатив. 
Наше завдання — побудувати строгу теорію цього явища у суто логічних 
термінах, а не у термінах змістовно-математичних (позалогічних) чи філо-
софських (позанаукових). Саме тому ми обираємо підхід у термінах значень 
істинності, предметних областей та предикатів, означених на предметних об-
ластях. При цьому слід пам’ятати ту принципову обставину, що, хоча перелі-
чені поняття і взяті з теорії моделей, наш виклад є суто онтологічним і не 
має семантичних компонентів (докладніше див. [1, с. 85].

68



В даній роботі ми продовжуємо два напрямки досліджень, намічених 
в [1]. А саме, ми завершуємо розгляд проблеми порівняння множин систем 
альтернатив, у які входять деякі виділені предикати з фіксованим відношен-
ням між ними, та продовжуємо вивчення відношень між самими системами 
альтернатив. Через це ми продовжуємо нумерацію як пунктів  викладу, так і 
нумерацію доведених тверджень, розпочаті в [1].

Зауваження щодо інтенсіонального підходу. З кінця XIX століття в 
логіці цілковито панує екстенсіональний підхід, за яким предикати (однако-
во, відношення чи функції) ототожнюються зі своїми графіками, а відтак і 
ототожнюються між собою еквівалентні предикати. В [1, с. 87] наведено про-
сті контрприклади до екстенсіонального підходу, які показують його обмеже-
ність в загальному випадку. Через це ми приймаємо інтенсіональний підхід, 
за якого еквівалентні предикати не ототожнюються, а відтак, предикати як 
такі відрізняються від їхніх графіків і є, говорячи в термінах Фреґе, первин-
ними щодо своїх графіків [2, с. 26, прим.]. Оскільки ж екстенсіональний під-
хід залишається застосовним і важливим в ряді випадків, надалі ми відзнача-
тимемо ситуації, в яких інтенсіональний та екстенсіональний підходи дають 
різні  результати  (відмінності  в  трактуванні  предикатів  за  обох  підходів 
описані в [1, с. 86–87]).

Найбільш загальні відмінності між обома підходами наступні.
Нехай дано непорожню предметну область D та непорожню множину 

Ω предикатів, заданих на D. За екстенсіонального підходу:
(e1) для всякої D існує деяка виділена найбільша множина предикатів, 

заданих на D, а саме, множина ΩD всіх предикатів, заданих на D; в силу ото-

тожнення предикатів з їхніми графіками, ΩD = ⋃n∊ℕ 2D
n

;

(e2) в ΩD для кожного n ∊ ℕ існує один-єдиний тотожно-істинний на D 

предикат  IT (n) (або  1(n)) і  один-єдиний тотожно-хибний на D предикат  IF (n) 

(або 0(n));
(e3) в ΩD для кожного n ∊ ℕ n-місні предикати, задані на D, утворюють

решітку  L[n] = <ΩD
[n], ∧(2), ∨(2), 1(n), 0(n)>,  де  ΩD

[n] —  множина  n-місних 

предикатів,  означених  на  D  (ΩD
[n] ⊆ ΩD),  а  ∧(2) і  ∨(2) суть  операції  взяття 

нижньої  та  верхньої  граней  відповідно  (зокрема,  носій  ΩD
[0] решітки  L[0] 
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складається всього лиш із двох елементів 1(0) і  0(0) , які можна ототожнити з 
істиною 1 та ложжю 0 відповідно).

Натомість, за інтенсіонального підходу:
(i1) будь-яку множину Ω предикатів, заданих на D, можна розширити 

(за допомогою еквівалентних предикатів); відтак,
(i2) для будь-якого n ∊ ℕ дана Ω може містити яку завгодно кількість 

тотожно-істинних та тотожно-хибних на D предикатів.
Сказане означає, що за інтенсіонального підходу для даної D не існує 

заздалегідь відомої множини всіх предикатів ΩD. Однак, можна ввести ана-
лог такої множини. Говоритимемо про множину предикатів, заданих на D, як 
про множину предикатів над D. Назвемо всяку Ω над D насиченою, я. я. (як-
що і тільки якщо) для кожного n ∊ ℕ і для кожної множини M ⊆ Dn (у випад-

ку предикатів-функцій — M ⊆ Dn×𝔹) Ω містить бодай один предикат  P (n) з 

графіком GP = M; якщо для кожного n ∊ ℕ і кожної M множина Ω містить рів-

но один (більше одного) предикат(а) P (n) з графіком GP = M, вона називається 
пороговою (надпороговою); не насичені множини предикатів можна назвати 
підпороговими, а надпорогові — перенасиченими. Порогові множини преди-
катів за інтенсіонального підходу якраз і будуть аналогами екстенсіональної 
ΩD; зауважимо, що за самою суттю цього підходу на всякій даній D може бу-
ти більше однієї порогової Ω.

Звідси можна вивести інтенсіональний аналог тези (e3). Якщо [P (n)] — 
клас всіх предикатів з Ω над D, еквівалентних P (n) (де P (n) ∊  Ω), а [Ω] — мно-

жина всіх таких класів еквівалентності [P (n)], для яких P (n) ∊  Ω,  то

(i3) за фіксованих D і Ω, якщо Ω насичена, то для кожного n ∊ ℕ існує 

решітка класів еквівалентностей [L][n] = <[Ω][n], ∧(2), ∨(2), [1(n)], [0(n)]>, де [Ω][n] 

складається з класів еквівалентності n-місних предикатів, що належать Ω[n], а 
1(n) і 0(n) суть якісь виділені (фіксовані) тотожно-істинний та тотожно-хибний 
на D предикати.

Елементи теорії систем альтернатив

Введемо одне надалі потрібне поняття. Називатимемо множину пре-
дикатів  Ω,  заданих на D,  повною (більш розлого:  альтернативно-повною) 

70



я. я. будь-яка її підмножина попарно несумісних предикатів є підмножиною 
якоїсь такої системи альтернатив на D, яка сама є підмножиною Ω.

Також  виправимо  формулювання  другого  поняття  порушення  меж, 
введеного у [1, с. 94]. А саме, казатимемо, що система альтернатив 𝔸 пору-

шує (відповідно, не порушує) межі деякого фіксованого предиката P (n), я. я. 
хоча б один (відповідно, жоден) елемент  𝔸 порушує (відповідно, не пору-

шує) межі предиката P (n); поняття порушення меж предиката іншим предика-
том (перше поняття) див. за посиланням вище.

Порівняння множин систем альтернатив. Якщо {𝔸P} (відповідно, 

{𝔸R}) — це множина всіх систем альтернатив на D, в які входить предикат 

P (n) (відповідно, предикат R (n)) з Ω, і між P (n) і R (n) має місце якесь відоме від-
ношення *(2), питається: як співвідноситимуться відповідні їм множини {𝔸P} 

і {𝔸R}? В [1] досліджено три випадки: коли P (n) і  R (n) еквівалентні, коли P (n) 

зумовлює (імплікує) R (n) (або, що те саме, P (n) підпорядковується R (n)), наре-
шті, коли P (n) і R (n) взаємно суперечливі (контрадикторні, альтернативні).  За-
лишається дослідити випадки несумісності (контрарності)  P (n) і  R (n), їхньої 
підконтрарності  (лож-несумісності),  незалежності  і,  нарешті,  сумісності 
(при цьому ми продовжуємо нумерацію цих випадків, започатковану в [1]). 
Також, для систематичності слід коротко розглянути всі інші комбінаторно 
можливі випадки, в яких між P (n) і R (n) немає регулярного відношення (як ві-
домо, всі такі випадки легко відстежуються на діаграмі Ейлера-Венна для 
множин істинності двох предикатів).

4. Несумісність/Контрарність. Нехай
∀x1 ... ∀xn ¬(P(x1, ..., xn) ∧ R(x1, ..., xn)),

тобто, P (n) і R (n) несумісні (контрарні) (символічно: P (n) || R (n)).

В цьому випадку множини {𝔸P} і  {𝔸R} розбиваються кожна на дві 

підмножини: в першій, яку ми позначимо через ‘{𝔸P[R]}’ (відповідно, через 

‘{𝔸R[P]}’), не існує систем альтернатив, які б порушували межі предиката R (n) 

(відповідно,  предиката  P (n)),  а  в  другій  всі  її  елементи  порушують  межі 
предиката R (n) (відповідно, предиката P (n)); зрозуміло, що якщо Ω насичена, 
обидві  описані  підмножини  кожної  з  множин  {𝔸P}  і  {𝔸R}  непорожні. 

Очевидно,  що  кожна  𝔸P (відповідно,  𝔸R)  має  вигляд  {P (n),  S1
(n), ..., Sk

(n), 
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IFi1

(n), ..., IFir

(n)} (відповідно, {R (n), T1
(n), ..., Tl

(n), IFi1

(n), ..., IFir

(n)}), де — так само, 

як у випадку контрадикторних P (n) і R (n), який описувався в [1], — 1 ≤ r ≤ m, 
1 ≤ ir ≤ m,  а  IF1

(n), ..., IFm
(n) — це всі тотожно-хибні на D предикати (один з 

яких  може  збігатися  з  якимось  із  предикатів  P (n),  R (n),  якщо  останній 
тотожно-хибний на D; також ми допускаємо випадок, коли r = m = 0 і список 
<IF1

(n), ..., IFm
(n)> порожній, тобто, коли в  Ω не входять ніякі тотожно-хибні 

предикати, можливо, за винятком предиката  P (n) або  R (n)). Якщо при цьому 
𝔸P ∊ {𝔸P[R]}   (відповідно,  𝔸R ∊ {𝔸R[P]}),  то,  додатково,  існують  предикати 

Si1

(n), ..., Sip

(n),  які  входять  у  список  <S1
(n), ..., Sk

(n)>  (відповідно,  предикати 

Ti1

(n), ..., Tiq

(n), які входять у список <T1
(n), ..., Tl

(n)>) такі, що (Si1

(n) ∨ ...  ∨ Sip

(n)) ≡ 

R (n) (відповідно, (Ti1

(n) ∨ ...  ∨ Tiq

(n)) ≡ P (n)). Далі, очевидно, що перетин {𝔸P} і 

{𝔸R} непорожній, і кожен його елемент має вигляд  𝔸P, R
<o, i1, ..., ir> = {P (n),  R (n), 

V1
(n), ..., Vo

(n),  IFi1

(n), ..., IFir

(n)},  де  всі  V1
(n), ..., Vo

(n),  якщо вони  є  (тобто,  якщо 

o > 0), суть здійсненні, і, крім того, вірно, що (P (n) ∨ V1
(n) ∨ ... ∨ Vo

(n)) ≡ (T1
(n) ∨ 

... ∨ Tl
(n)) і (R (n) ∨ V1

(n) ∨ ... ∨ Vo
(n)) ≡ (S1

(n) ∨ ... ∨ Sk
(n)). Звідси і з попереднього 

твердження маємо, що 𝔸P, R
<o, i1, ..., ir>

 ∊ {𝔸P[R]} і так само 𝔸P, R
<o, i1, ..., ir>

 ∊ {𝔸R[P]}. А 

це означає, що існують два часткові відображення ϕ*1
(1) та ϕ*2

(1) множин {𝔸P} 

і {𝔸R} в перетин {𝔸P[R]} ∩ {𝔸R[P]} такі, що вони визначені точно на множинах 

{𝔸P[R]} і {𝔸R[P]} відповідно і задаються як наступні підстановки:

ϕ*1(𝔸P) = θ ({S1
(n), ..., Sk

(n)}, {R (n), V1
(n), ..., Vo

(n)}, 𝔸P),

ϕ*2(𝔸R) = θ ({T1
(n), ..., Tl

(n)}, {P (n), V1
(n), ..., Vo

(n)}, 𝔸R)

(задання відображення θ(3) див. в [1, с. 94]).
Відтак остаточно: якщо предикати P (n) і R (n) несумісні (контрарні), то 

відповідні їм множини систем альтернатив {𝔸P} і {𝔸R} на всякій насиченій 

Ω за умови не існування хоча б в одній 𝔸P (і так само 𝔸R) предикатів, які б 

порушували  межі  предиката  R (n) (відповідно,  P (n)),  мають  непорожні 
підмножини {𝔸P[R]} і {𝔸R[P]},  котрі,  у  свою чергу,  мають  спільний корінь; 

символічно:

P (n) || R (n) ∧ {𝔸P[R]} ≠ Ø ∧ {𝔸R[P]} ≠ Ø → {𝔸P[R]} ⨈ {𝔸R[P]}

для всякої насиченої  Ω (поняття спільного кореня див. у [1, с. 96].
4еx. За екстенсіонального підходу завжди можна підібрати таку Ω, над 

якою множини {𝔸P[R]} і {𝔸R[P]} будуть непорожніми для будь-яких P (n) і R (n) з 
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Ω (напр.,  такою буде  ΩD),  тому  додатково  до  встановленого  вище можна 
сформулювати наступне екзистенційне положення: для всякої непорожньої D 
знайдеться Ω така, що {𝔸P[R]} ≠ Ø ∧ {𝔸R[P]} ≠ Ø, а відтак

P (n) || R (n) → {𝔸P[R]} ⨈ {𝔸R[P]}.

5. Лож-несумісність/Підконтрарність. Нехай
∀x1 ... ∀xn (P(x1, ..., xn) ∨ R(x1, ..., xn)),

тобто, P (n) і R (n) лож-несумісні (підконтрарні) (символічно: P (n) ⩔ R (n)).

В цьому випадку множини {𝔸P} і {𝔸R} не перетинаються, а кожна 𝔸P 

(відповідно, 𝔸R), як і у двох попередніх випадках (суперечливості та несуміс-

ності)  має  вигляд  {P (n),  S1
(n), ..., Sk

(n),  IFi1

(n), ..., IFir

(n)}  (відповідно,  {R (n), 

T1
(n), ..., Tl

(n),  IFi1

(n), ..., IFir

(n)}). Додатково до цього, у випадку підконтрарності 

(як і у випадку суперечливості, але не несумісності) хоча б один із предика-
тів P (n) і R (n) є здійсненним, а тому, якщо Ω повна, то існують такі предикати 
U1

(n), ..., Um
(n), що їхня диз’юнкція здійсненна і, крім того, вірно, що (U1

(n) ∨ ... 

∨ Um
(n) ∨ S1

(n) ∨ ... ∨ Sk
(n)) ≡ R (n) і (U1

(n) ∨ ... ∨ Um
(n) ∨ T1

(n) ∨ ... ∨ Tl
(n)) ≡ P (n). Це 

означає,  що  всяка  множина  {S1
(n), ..., Sk

(n),  U1
(n), ..., Um

(n),  T1
(n), ..., Tl

(n), 
IFi1

(n), ..., IFir

(n)} ⊆ Ω для повної Ω є системою альтернатив на D, яка не вхо-

дить ні в {𝔸P}, ні в {𝔸R}. Позначимо всяку таку систему альтернатив через 

‘𝔸–P,R’. Очевидно, що існують такі два відображення ϕ•
P

(1) та  ϕ•
R

(1) множини 

{𝔸–P,R} всіх систем альтернатив вигляду 𝔸–P,R у множини {𝔸P} і {𝔸R}, що ці 

відображення задаються як наступні підстановки:
ϕ•

P (𝔸–P,R) = θ ({T1
(n), ..., Tl

(n), U1
(n), ..., Um

(n)}, {P (n)}, 𝔸–P,R),

ϕ•
R (𝔸–P,R) = θ ({S1

(n), ..., Sk
(n), U1

(n), ..., Um
(n)}, {R (n)}, 𝔸–P,R).

Виходячи  з  існування  відображень  ϕ•
P

(1) та  ϕ•
R

(1),  множину  {𝔸–P,R} 
можна назвати спільною верхівкою множин {𝔸P} і {𝔸R}. Позначатимемо від-
ношення «множини M1 і M2 мають спільну верхівку» через ‘M1 ⨇ M2’. Звід-
си остаточно: якщо предикати P (n) і R (n) лож-несумісні (підконтрарні), то від-
повідні їм множини систем альтернатив {𝔸P} і {𝔸R} мають спільну верхівку 
над кожною повною Ω; символічно:

P (n) ⩔ R (n) → {𝔸P} ⨇ {𝔸R}.

6. Незалежність. Нехай
∃x1 ... ∃xn (P(x1, ..., xn) ∧ R(x1, ..., xn)) ∧
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∧ ∃x1 ... ∃xn (P(x1, ..., xn) ∧ ¬R(x1, ..., xn)) ∧
∧ ∃x1 ... ∃xn (¬P(x1, ..., xn) ∧ R(x1, ..., xn)) ∧
∧ ∃x1 ... ∃xn (¬P(x1, ..., xn) ∧ ¬R(x1, ..., xn)),

тобто, P (n) і R (n) незалежні (символічно: P (n) ⫴ R (n)).

В цьому випадку множини {𝔸P} і {𝔸R} не перетинаються, а кожна 𝔸P 

(відповідно, 𝔸R), як і у трьох попередніх випадках (суперечливості, несуміс-

ності та лож-несумісності) має вигляд {P (n),  S1
(n), ..., Sk

(n),  IFi1

(n), ..., IFir

(n)} (від-

повідно,  {R (n),  T1
(n), ..., Tl

(n),  IFi1

(n), ..., IFir

(n)}).  При  цьому,  в  силу  самого 

означення  відношення  незалежності  одночасно  існують  і  такі  предикати 
U1

(n), ..., Um
(n), що (U1

(n) ∨ ... ∨ Um
(n)) ≡ P (n) ∧ R (n), і такі предикати V1

(n), ..., Vo
(n), 

що (V1
(n) ∨ ...  ∨ Vo

(n))  ≡ ¬P (n) ∧ ¬R (n), і обидві диз’юнкції  U1
(n) ∨ ...  ∨ Um

(n) та 

V1
(n) ∨ ... ∨ Vo

(n) однаково здійсненні. Як і у випадку несумісності, за незалеж-

ності P (n) і R (n) слід виділяти підмножини {𝔸P[R]} і {𝔸R[P]} множин {𝔸P} і {𝔸R}, 

елементи яких не порушують меж предикатів  R (n) і  P (n) відповідно.  Якщо 
{𝔸P[R]} і {𝔸R[P]} непорожні, як і у випадку несумісності, знайдуться предикати 

Si1

(n), ..., Sip

(n),  які  входять  у  список  <S1
(n), ..., Sk

(n)>  (відповідно,  предикати 

Ti1

(n), ..., Tiq

(n), які входять у список <T1
(n), ..., Tl

(n)>) такі, що (U1
(n) ∨ ... ∨ Um

(n) ∨ 
Si1

(n) ∨ ... ∨ Sip

(n)) ≡ R (n) (відповідно, (U1
(n) ∨ ... ∨ Um

(n) ∨ Ti1

(n) ∨ ... ∨ Tiq

(n)) ≡ P (n)). 

Звідси,  всяка  множина  𝔸–P,R =  {Si1

(n), ..., Sip

(n),  U1
(n), ..., Um

(n),  Ti1

(n), ..., Tiq

(n), 

IFi1

(n), ..., IFir

(n)} ⊆ Ω є системою альтернатив на D, яка не входить ні в {𝔸P}, ні 

в {𝔸R}. А це означає, що, подібно до випадку підконтрарності, за умови не-

порожності {𝔸P[R]} і {𝔸R[P]} існують два відображення ϕ°P
(1) та ϕ°R

(1) множини 

{𝔸–P,R} всіх систем альтернатив вигляду 𝔸–P,R у підмножини {𝔸P[R]} і {𝔸R[P]} мно-

жин {𝔸P} і {𝔸R} такі, що ці відображення задаються як наступні підстановки:

ϕ°P (𝔸–P,R) = θ ({Ti1

(n), ..., Tiq

(n), U1
(n), ..., Um

(n)}, {P (n)}, 𝔸–P,R),

ϕ°R (𝔸–P,R) = θ ({Si1

(n), ..., Sip

(n), U1
(n), ..., Um

(n)}, {R (n)}, 𝔸–P,R).

Звідси остаточно: якщо предикати P (n) і R (n) незалежні, а підмножини 
{𝔸P[R]}  і  {𝔸R[P]} відповідних  їм  множин  систем  альтернатив  {𝔸P}  і  {𝔸R} 
непорожні, то ці {𝔸P[R]} і {𝔸R[P]} мають спільну верхівку над кожною повною 
Ω; символічно:

P (n) ⫴ R (n) ∧ {𝔸P[R]} ≠ Ø ∧ {𝔸R[P]} ≠ Ø → {𝔸P[R]} ⨇ {𝔸R[P]}.

7. Сумісність. Нехай
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∃x1 ... ∃xn (P(x1, ..., xn) ∧ R(x1, ..., xn)),

тобто, P (n) і R (n) сумісні (символічно: P (n) ¤ R (n)).

В цьому випадку множини {𝔸P} і {𝔸R} не перетинаються, а сам випа-
док може бути описаний еквіваленцією
P(n) ¤ R(n) ↔ ((P(n) ≡ R(n)) ∨ (P(n) ⊨ R(n)) ∨ (R(n) ⊨ P(n)) ∨ (P(n) ⩔ R(n)) ∨ (P(n) ⫴ R(n))),

яка означає, що на всякій повній Ω множини систем альтернатив {𝔸P} і {𝔸R} 

сумісних P (n) і R (n) або синонімічні, або одна з них частково накладається на 
другу, або ж вони мають спільну верхівку, або, нарешті, за умови непорож-
ності {𝔸P[R]} і {𝔸R[P]}, мають спільну верхівку множини {𝔸P[R]} і {𝔸R[P]}; сим-

волічно:
P (n) ¤ R (n) → (({𝔸P} ≃ {𝔸R}) ∨ ({𝔸P} ⮎ {𝔸R}) ∨ ({𝔸R} ⮎ {𝔸P}) ∨ 
({𝔸P} ⨇ {𝔸R}) ∨ ({𝔸P[R]} ≠ Ø ∧ {𝔸R[P]} ≠ Ø → {𝔸P[R]} ⨇ {𝔸R[P]})).

7ex. За екстенсіонального підходу синонімічність замінюється на рів-
ність, тож маємо, що на ΩD множини систем альтернатив {𝔸P} і {𝔸R} сумісних 

P (n) і R (n) або рівні, або одна з них частково накладається на другу, або ж вони 
мають спільну верхівку, або, нарешті, за умови непорожності {𝔸P[R]} і {𝔸R[P]}, 

мають спільну верхівку множини {𝔸P[R]} і {𝔸R[P]}; символічно:

P (n) ¤ R (n) → (({𝔸P} = {𝔸R}) ∨ ({𝔸P} ⮎ {𝔸R}) ∨ ({𝔸R} ⮎ {𝔸P}) ∨ 
({𝔸P} ⨇ {𝔸R}) ∨ ({𝔸P[R]} ≠ Ø ∧ {𝔸R[P]} ≠ Ø → {𝔸P[R]} ⨇ {𝔸R[P]})).

8–16. Вище ми розібрали сім випадків бінарних відношень між пре-
дикатами. При цьому (як легко переконатися, побудувавши діаграму Ейлера-
Венна) для двох предикатів існує 16 комбінаторних можливостей. Одна з них 
відповідає порожній D, ще сім відповідають відношенням еквівалентності 
(випадок 1 вище), строгого зумовлення в один і в другий бік (строге зумов-
лення означає зумовлення, при якому виключається можливість еквівалент-
ності),  суперечливості  (випадок  3  вище),  несумісності  (випадок  4  вище), 
лож-несумісності (випадок 5 вище) та незалежності (випадок 6 вище). Зали-
шається вісім комбінаторних можливостей, які не описують ніяких регуляр-
них відношень, а радше задають обмеження на самі предикати P (n) і R (n). Тим 
не менше, кожен із цих випадків описує деякий частинний випадок одного з 
відношень, розібраних вище (наприклад, якщо P (n) і  R (n) однаково тотожно-
істинні на D, то вони еквівалентні). Тому ці комбінаторні випадки не дода-
ють нічого нового до сказаного вище, і їх не потрібно розглядати окремо.
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Відношення між системами альтернатив. В [1, с. 97] був запропо-
нований підхід до аналізу відношень між системами альтернатив, за яким са-
мі системи альтернатив розглядаються як класифікації окремих предикатів, 
відтак ставиться питання про залежність між відношеннями, які можуть ма-
ти місце між предикатами, та відношеннями між системами альтернатив, ко-
трі суть класифікації цих предикатів. Але, оскільки ми при цьому розглядає-
мо системи альтернатив на одній і тій самій D, з точки зору екстенсіональ-
ного підходу це тривіально, адже всі предикати, які ми класифікуємо порів-
нюваними системами альтернатив, суть тотожно-істинні на D. 

Нетривіальний підхід — однаково точки зору зору інтенсіональної чи 
екстенсіональної — можна запропонувати, якщо в основу покласти відноше-
ння між предикатами, які складають самі порівнювані системи альтернатив. 
В такому разі стає очевидним, що для того, щоб між більш ніж двома систе-
мами альтернатив мало місце якесь відношення — а нас в найбільш загаль-
ному випадку цікавлять саме n-місні відношення за довільного n ∊ ℕ — по-

трібно, щоб між предикатами, які складають такі системи альтернатив, існу-
вало якесь симетричне або транзитивне попарне або сукупне відношення. В 
[1] було досліджено один такий випадок: відношення ортогональності, яке 
передбачає попарну незалежність предикатів,  що належать ортогональним 
системам альтернатив (Твердження 9 в [1, с. 100]). Нижче ми опишемо такі 
відношення між системами альтернатив, як деталізація, перейменування та 
декілька відношень зсуву, перше з яких засноване на відношенні зумовлення 
(підпорядкування) між предикатами, друге — на еквівалентності, а всі інші 
передбачають симетрію та транзитивність як окремі властивості функцій, що 
зіставлятимуть предикати у потрібному відношенні.

2. Деталізація. Всяка система альтернатив є класифікацією (поділом-
розбиттям)  CLS деякого фіксованого предиката  S (n) (див.  [1,  с. 97].  Однак, 
якщо наша система предикатів достатньо багата, в її межах один і той самий 
предикат можна розбити (класифікувати) по-різному, в тому числі і з різною 
мірою деталізації. Скажімо, людей  можна класифікувати за віком на дітей і 
дорослих, взявши за лінію поділу вік фізіологічного визрівання у чоловіків 
(21 рік) або у жінок (20 років); це означає розбиття предиката Людина(1) на 
предикати Дитина(1) та Дорослий(1). Але ми можемо здійснити й детальнішу
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класифікацію, розбивши дітей і дорослих на менші вікові групи; зробити це 
можна також різними способами, зокрема, з різною деталізацією. Це природ-
но приводить нас до наступного означення.  Назвемо систему альтернатив 
𝔸P = {Pi

(n)}
i ∊ I

 на  D  деталізацією всякої  такої  системи  альтернатив 

𝔸R = {Rj
(n)}

j ∊ J
 на D, для якої існують відношення α(2) з графіком Gα ⊆ 𝔸P×𝔸R та 

β(2) з графіком Gβ ⊆ 𝔸R×𝔸P такі, що

1) α(2) і β(2) взаємно обернені: Pi
(n) α Rj

(n) ↔ Rj
(n) β Pi

(n) для всіх i ∊ I, j ∊ J;

2) α(2) є відображенням;
3)  множина  {β(R (n))}  образів  всякого  R (n) ∊ 𝔸R у  відношенні  β(2) є 

системою альтернатив на dom1R (n).
(Зауваження. В силу Твердження 1 з [1] множина {β(R (n))} може скла-

датися з одного-єдиного елемента, еквівалентного на D предикату R (n)).
Ми називаємо синонімічними всякі дві множини предикатів, між яки-

ми може бути встановлена взаємно-однозначна відповідність, яка є синонімі-
єю (див. останнє поняття в [1, с. 93–94]).

ТВЕРДЖЕННЯ 10. a)  Якщо дві нетривіальні системи альтернатив  
на одній D суть деталізації одна одної, то вони синонімічні; b) за екстенсіо-
нального підходу відношення деталізації антисиметричне на будь-якій мно-
жині нетривіальних систем альтернатив.

Доведення. Нехай системи альтернатив  𝔸P = {Pi
(n)}

i ∊ I
 та  𝔸R = {Rj

(n)}
j ∊ J 

на D нетривіальні й суть деталізації одна одної. Тоді, згідно з пунктом 3) 
означення  поняття  деталізації,  існують  відношення  β1

(2) з  графіком 
Gβ1 ⊆ 𝔸R×𝔸P та β2

(2) з графіком Gβ2 ⊆ 𝔸P×𝔸R такі, що для будь-яких P (n) ∊ 𝔸P 

та  R (n) ∊ 𝔸R множини  {β2(P (n))} і  {β1(R (n))}  суть  системи  альтернатив  на 

dom1P (n) та dom1R (n) відповідно. В силу пункту (ii) означення поняття систе-
ми альтернатив (див. [1, с. 87–88])  множини {β2(P (n))} для різних P (n) (відпо-
відно, {β1(R (n))} для різних  R (n)) не перетинаються між собою, а диз’юнкції 
їхніх елементів попарно несумісні. Це означає, що, в силу пунктів 1) і 2) оз-
начення поняття деталізації, кожен P (n) ∊ 𝔸P (відповідно, R (n) ∊ 𝔸R) входить в 

одну і тільки одну множину вигляду {β1(R (n))} (відповідно, вигляду {β2(P (n))}) 
для деякого R (n) ∊ 𝔸R (відповідно, P (n) ∊ 𝔸P).
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Зафіксуємо два такі предикати P (n) ∊ 𝔸P і R (n) ∊ 𝔸R, що P (n) ∊ {β1(R (n))}. 

В силу  еквіваленції (5) з [1, с. 88] 

P (n) ∨ S (n)

S

 
(n)∊ {β1(R

 
(n))} \ {P

 
(n)}

 ≡ R (n). (1)

Для R (n) при цьому існують дві можливості: R (n) ∊ {β2(P (n))} і R (n) ∉ {β2(P (n))}. 

Припустимо, що R (n) ∊ {β2(P (n))}. В такому разі, аналогічно до (1),

R (n) ∨ T (n)

T

 
(n)∊ {β2(P

 

(n))} \ {R

 

(n)}
 ≡ P (n). (2)

З (1) і (2) маємо

P (n) ∨ S (n)

S

 

(n)∊ {β1(R

 

(n))} \ {P

 

(n)}
 ∨ T (n)

T

 

(n)∊ {β2(P

 

(n))} \ {R

 

(n)}
 ≡ P (n),

що означає, що диз’юнкції S (n)

S

 

(n)

 

∊ {β1(R

 

(n))} \ {P

 

(n)}
 та T (n)

T

 

(n)

 

∊ {β2(P

 

(n))} \ {R

 

(n)}
 не здій-

сненні на D, а відтак, в силу нетривіальності 𝔸P і 𝔸R, множини {S (n)}
S

 

(n)∊ {β1(R

 

(n))} 

\ {P

 

(n)}
 та {T (n)}

T

 

(n)∊  {β2(P

 

(n))}  \ {R

 

(n)}
 порожні, а отже, множини {β2(P (n))} і {β1(R (n))} 

складаються кожна з одного елемента, а саме: {β2(P (n))} = {R (n)} і {β1(R (n))} = 
{P (n)}, причому P (n) ≡ R (n). Припустимо тепер, що R (n) ∉ {β2(P (n))}. В такому 

разі існує якийсь інший  P*(n) ∊ 𝔸P такий, що  R (n) ∊ {β2(P*(n))}. Звідси маємо 

R (n) ⊨ P*(n).  Оскільки ж  P (n) || P*(n),  але, в силу  (1),  P (n) ⊨ R (n),  приходимо до 

суперечності  P (n) ⊨ P*(n) ∧ P (n) || P*(n),  що  означає,  що  припущення 

R (n) ∉ {β2(P (n))} хибне. Припущення ж  R (n) ∊ {β2(P (n))} привело нас вище до 

висновку, що множини {β2(P (n))} і {β1(R (n))} однаково складаються з одного 
елемента, і  ці елементи еквівалентні. Таким чином, відношення  β1

(2) і  β2
(2), 

розглядувані як функції, суть взаємно обернені відображення, а відтак між 
системами альтернатив  𝔸P і 𝔸R існує взаємно-однозначна відповідність, яка 

замінює предикати на еквівалентні їм, а тому відповідає означенню синоні-
мії. Це доводить пункт a) Твердження 10.

За екстенсіонального підходу всі еквівалентні предикати суть тотожні, 
тому відображення β1

(2) і β2
(2) встановлюватимуть діагональне відношення на 

об’єднанні 𝔸P ∪ 𝔸R, звідки 𝔸P = 𝔸R. Це доводить пункт b) Твердження 10. □
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Основна властивість відношення деталізації наступна:
ТВЕРДЖЕННЯ 11. a) Відношення деталізації є відношенням квазіпо-

рядку (передпорядку); b) на всякій пороговій Ω (або, що те саме, за екстен-
сіонального підходу) відношення деталізації є відношенням часткового по-
рядку на множині нетривіальних систем альтернатив.

Доведення. Відношення деталізації рефлексивне й транзитивне, а за 
екстенсіонального підходу ще й антисиметричне на множині нетривіальних 
систем альтернатив. 

Рефлексивність очевидна (в якості α(2) і β(2) беремо діагональне відно-
шення на 𝔸P).

Доведемо транзитивність. Нехай 𝔸P є деталізацією 𝔸R, а відношення, 

передбачені означенням поняття деталізації, — це α(2) з графіком Gα ⊆ 𝔸P×𝔸R 

і  β(2) з  графіком  Gβ ⊆ 𝔸R×𝔸P.  Нехай,  далі,  𝔸R є деталізацією деякої 𝔸T,  а 

відношення, передбачені означенням поняття деталізації для цього випадку, 
— це  γ(2) з  графіком  Gγ ⊆ 𝔸R×𝔸T і  δ(2) з  графіком  Gδ ⊆ 𝔸T×𝔸R.  Утворимо 

відношення  ε(2) = α(2)γ(2) з  графіком  Gε ⊆ 𝔸P×𝔸T і  ζ(2) = δ(2)β(2) з  графіком 

Gζ ⊆ 𝔸T×𝔸P, тобто відношення такі, що для всіх  P (n) ∊ 𝔸P і T (n) ∊ 𝔸T маємо 

P (n) ε T (n) ≡ P (n) αγ T (n) і T (n) ζ P (n) ≡ T (n) δβ P (n). Очевидно, що ε(2) та ζ(2) взаємно 
обернені  (оскільки  ζ(2) = δ(2)β(2) =  γ–1(2)α–1(2) =  ε–1(2),  де  через  ‘ω–1(2)’  ми 
позначаємо обернення відношення ω(2)), і що ε(2) є відображенням (оскільки 
α(2) і  γ(2) суть відображення згідно з пунктом 2) означення поняття деталі-
зації).  Залишається  вказати,  що  якщо  розглядати  відношення  β(2) і  δ(2) як 
неоднозначні функції β(2): 𝔸R ⇒ 𝔸P та δ(2): 𝔸T ⇒ 𝔸R, то вони переводять (пере-

творюють, частково мультивідображають) кожен свій аргумент (предикат з 
𝔸R і 𝔸T відповідно) або в один об’єкт (предикат з 𝔸P і 𝔸R відповідно), або у 

систему альтернатив; відтак, те саме стосується відношення ζ(2) = δ(2)β(2), яке 
можна розглядати як функцію ζ(2): 𝔸T ⇒ 𝔸P (звертаємо увагу читача на те, що 

неоднозначні функції зіставляють своїм аргументам окремі значення — хай 
їх і більше одного, — а не множини значень, тому множина образів {ε(P (n))} 
для всякого  P (n) буде саме множиною предикатів, а не множиною множин 
предикатів). Цим доводиться пункт a) Твердження 11.

Звідси  і  з  Твердження  10.b)  безпосередньо  випливає  й  пункт b) 
Твердження 11. □
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Для всякого ординала ό деталізаційною послідовністю на D назвемо 
всяку таку послідовність 𝕒 = <𝔸i>1≤ i ≤ ό систем альтернатив на D, в якій кожна 

𝔸i+1 є деталізацією 𝔸i. В силу Тверджень 1 і 2 з [1, с. 89] у всякій деталізацій-

ній послідовності очевидно є перший елемент In 𝕒 = 𝔸1; трохи менш очевид-

но, що в ній також є й останній елемент Fin  𝕒 = 𝔸ό; однак, оскільки існують 

предикати з одноелементними областями істинності, цей останній елемент 
обов’язково існує.  Деталізаційну послідовність  𝕒 = <𝔸i>1≤ i≤ ό на D назвемо 

початковим сегментом деталізаційної послідовності 𝕓 = <𝔸j>1≤ j≤ ύ на D (де ύ 

— ординал), я. я. існує таке відображення  𝕒 в  𝕓, за якого  𝔸i = 𝔸j для всіх 

i ≤ ό (звідки випливає, що ό ≤ ύ). Цілком очевидним є
ТВЕРДЖЕННЯ 12.  Відношення  «𝕒 є  початковим  сегментом  𝕓»  є  

відношенням строгого порядку.
Казатимемо, що деталізаційна послідовність 𝕒 може бути продовже-

на  до деталізаційної  послідовності  𝕓,  я. я.  𝕒 є початковим сегментом  𝕓. 

Деталізаційну послідовність  𝕒 назвемо (деталізаційною)  послідовністю з  

максимальною  деталізацією,  я. я.  її  останній  елемент  Fin 𝕒 складається 

винятково з предикатів з одноелементними областями істинності і, можливо, 
деяких не здійсненних на D предикатів. Очевидним є наступне

ТВЕРДЖЕННЯ 13.  Всяка  деталізаційна  послідовність  може  бути 
продовжена до послідовності з максимальною деталізацією.

3. Перейменування. Назвемо систему альтернатив 𝔸P на D переймену-

ванням системи альтернатив  𝔸R на D, я. я. існують два взаємно-однозначні 

відображення φ(1): D ↦ D і ψ(1): 𝔸R ↦ 𝔸P такі, що для всіх a1, ..., an ∊ D і вся-

кого R (n) ∊ 𝔸R маємо

R(a1, ..., an) → ψ(R) (φ(a1), ..., φ(an)). (3)
Приклад. Нехай D = {a, b, c, d, e, æ}, 𝔸P = {P1

(1), P2
(1), P3

(1)}, 𝔸R = {R1
(1), 

R2
(1),  R3

(1)}, dom1P1
(1) = {a}, dom1P2

(1) = {b,  c}, dom1P3
(1) = {d,  e, æ}, dom1R1

(1) = 
{a, b, c}, dom1R2

(1) = {d, e}, dom1R3
(1) = {æ}, φ: {a ↦ æ, b ↦ d, c ↦ e, d ↦ b, 

e ↦ c,  æ ↦ a},  ψ: {R1
(1) ↦ P3

(1),  R2
(1) ↦ P2

(1),  R3
(1) ↦ P1

(1)}.  Тоді,  як легко 

перевірити, 𝔸P є перейменуванням 𝔸R.
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Називатимемо системи альтернатив 𝔸P і 𝔸R на D взаємними перейме-

нуваннями, я. я. вони є перейменуваннями одна одної. Про відношення «сис-
тема альтернатив 𝔸P на D є перейменуванням системи альтернатив 𝔸R на D» 

говоритимемо просто як про відношення перейменування, щоб відрізняти йо-
го від означеного в даному абзаці бінарного відношення взаємного перейме-
нування.  Основна властивість відношення перейменування полягає в тому, 
що

ТВЕРДЖЕННЯ  14.  Відношення  перейменування  є  відношенням 
еквівалентності.

Доведення.  Очевидно,  що відношення перейменування рефлексивне 
(в якості обох відображень φ(1) і ψ(1) беремо тривіальне відображення id(1), для 
якого id(x) = x для будь-якого допущенного аргумента x).

Доведемо симетрію. Припустимо, що 𝔸P є перейменуванням 𝔸R, але 

𝔸R не  є  перейменуванням  𝔸P.  В  цьому  разі,  які  б  не  були  відображення 

φ*(1): D ↦ D і  ψ*(1): 𝔸P ↦ 𝔸R, знайдуться такі  b1, ..., bn ∊ D і такий предикат 

P (n) ∊ 𝔸P,  що  буде  P (b1, ..., bn),  але  ¬ ψ*(P) (φ*(b1), ..., φ*(bn)).  Візьмемо  в 

якості таких відображень φ*(1) і ψ*(1) обернення φ–1(1): D ↦ D і ψ–1(1): 𝔸P ↦ 𝔸R 

якихось таких відображень φ(1) і ψ(1), які забезпечують виконання тієї умови, 
що 𝔸P є перейменуванням 𝔸R. Маємо: ¬ ψ–1(P) (φ–1(b1), ..., φ–1(bn)). Далі, в си-

лу пункту (ii) означення поняття системи альтернатив (див. [1, с. 87–88] в 𝔸R 

знайдеться такий предикат T(n), що T (φ–1(b1), ..., φ–1(bn)). Звідки разом з умо-
вою (3) випливає, що ψ(T) (φ(φ–1(b1)), ..., φ(φ–1(bn))), що, в силу взаємної одно-
значності  φ(1) означає,  що  φ(φ–1(a)) = a для  всіх  a ∊ D,  а  отже  —  що 

ψ(T) (b1, ..., bn).  І  оскільки ψ[𝔸R] = 𝔸P (де ψ[M] — це образ множини M за 

відображення ψ(1)), то виходить, що ψ(T (n)) = P (n) — оскільки ψ(T) (b1, ..., bn) ∧ 
P (b1, ..., bn) і ψ(T (n)),  P (n) ∊ 𝔸P, — що суперечить взаємно-однозначності ψ(1). 

Таким чином, початкове припущення хибне, і якщо  𝔸P є перейменуванням 

𝔸R, то й 𝔸R є перейменуванням 𝔸P.

Транзитивність відношення перейменування очевидна. □
З Твердження 14, а точніше, з факту симетричності відношення пе-

рейменування безпосередньо випливає
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НАСЛІДОК.  Якщо якась система альтернатив  є  перейменуванням 
якоїсь другої системи альтернатив, то обидві вони суть взаємні переймену-
вання. Або, інакше кажучи: відношення перейменування зумовлює (імплікує)  
бінарне відношення взаємного перейменування.

Зокрема, це означає, що умова (3) зумовлює формально більш сильну 
умову

R (a1, ..., an) ↔ ψ(R) (φ(a1), ..., φ(an)),
яка характеризує відношення взаємного перейменування.

Друга важлива властивість відношення перейменування (а отже й бі-
нарного відношення взаємного перейменування) полягає в тому, що відобра-
ження ψ(1), яке входить в означення поняття перейменування, зіставляє між 
собою предикати з рівночисе́ льними областями істинності (це випливає із 
симетрії відношення). Саме це й є причиною вибору назви: бо з точки зору 
екстенсіонального підходу ми ніби перейменовуємо предикати за допомогою 
відображення ψ(1),  зберігаючи їхні  графіки;  з  точки зору інтенсіонального 
підходу,  якого ми дотримуємося,  ми маємо тут зіставлення еквівалентних 
предикатів, що доволі близько до інтуїції перейменування.

Симетричність відношення перейменування означає, що його можна 
узагальнити з бінарного до  n-арного відношення для довільного  n ≥ 2. Для 
цього  введемо  допоміжну  технічну  конструкцію.  Розглянемо  ін’єктивну 
функцію ζn

(1): ℕ ↦ ℕ таку, що ζn(0) = 0, 1 ≤ ζn(x) ≤ n, якщо 1 ≤ x ≤ n, і ζn(x) = 0, 

якщо  x > n.  Всяка така функція здійснює перестановку довільних об’єктів, 
занумерованих числами від  1  до  n,  перетворюючи кортеж (послідовність) 
<a1, ..., an> на кортеж <aζn(1), ..., aζn(n)>. Через ‘<a*ζn(1), ..., a*ζn(p)>’ позначимо таку 

перестановку кортежу <aζn(1), ..., aζn(p)>, в якій p ≤ n і номери ζn(i) розміщені в 

порядку зростання, інакше кажучи, в якій якщо ζn(i) < ζn(i) для  i, j ≤ p, то й 

aζn(i) ≺ aζn(j) (де ≺(2) — відношення передування в послідовностях).

Нехай тепер дано кортеж  𝕒 = <𝔸l>l≤k систем альтернатив на D. Еле-

менти 𝕒 назвемо взаємними перейменуваннями, я. я. існують відношення Φ(k) 

з графіком GΦ ⊆ Dk і Ψ(k) з графіком GΨ ⊆ 𝔸1×...×𝔸k такі, що

1)  для  всіх  a1, ..., ak ∊ D,  якщо  Φ (a1, ..., ak),  то  для  будь-яких 

aζk(1), ..., aζk(k–1) ∊ {a1, ..., ak}  знайдеться  єдиний  такий  aζk(k) ∊ D,  що 

Φ (a*ζk(1), ..., a*ζk(k));
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2) для всіх P1
(n), ..., Pk

(n) ∊ ⋃
i≤k

𝔸i, якщо Ψ (P1
(n), ..., Pk

(n)), то для будь-яких 

Pζk(1)
(n), ..., Pζk(k–1)

(n) ∊ {P1
(n), ..., Pk

(n)} знайдеться єдиний такий Pζk(k)
(n) ∊ ⋃

i≤k
𝔸i, що 

Ψ (P*ζk(1)
(n), ..., P*ζk(k)

(n));

3)  для  всіх  a1,1, ..., a1,k,  a2,1, ..., a2,k,  ...,  an,1, ..., an,k ∊ D  і  всіх  P1
(n),  ..., 

Pk
(n) ∊ ⋃

i≤k
𝔸i, якщо Φ (ai,1, ..., ai,k) для кожного 1 ≤ i ≤ n, і якщо Ψ (P1

(n), ..., Pk
(n)), 

то Pζk(1) (a1, ζk(1), ..., a1, ζk(1)) → Pζk(i) (a1, ζk(i), ..., a1, ζk(i)) для всіх 1 ≤ i ≤ k.

Про так означене відношення перейменування між системами альтер-
натив 𝔸1×...×𝔸n говоритимемо як про n-арне відношення взаємного перейме-

нування. Введемо наступне позначення:

⇔i ∊ I Pi (x1, ..., xn) ≡Df i ∊ I
 Pi (x1, ..., xn) ∨ 

i ∊ I
 ¬ Pi (x1, ..., xn). (4)

Як видно з цього означення, воно задає n-місне відношення еквівалентності. 
Має місце

ТВЕРДЖЕННЯ 15.  Системи  альтернатив  𝔸1,  ...,  𝔸k суть  взаємні  

перейменування,  я. я.  для всіх  P1
(n) ∊ 𝔸1,  ...,  Pk

(n) ∊ 𝔸k,  для яких вірно,  що 

Ψ (P1
(n), ..., Pk

(n)), за будь-яких  a1,1, ..., an,k ∊ D таких, що Φ (a1,1, ..., a1,k) ∧ ... ∧ 
Φ (an,1, ..., an,k), на D істинна формула ⇔1 ≤ i ≤ k Pi (a1,i, ..., an,i).

Доведення.  Нехай  здійснюються  умови  Твердження  15  і  нехай 
Pi (a1,i, ..., an,i)  для  якогось  фіксованого  1 ≤ i ≤ k.  Тоді  з  означення  n-арного 
відношення  взаємного  перейменування  випливає,  що  Pj (a1, j, ..., an, j)  для 

кожного  1 ≤ j ≤ k такого, що  j ≠ i, а отже,  
1 ≤ i≤ k 

Pi (a1, i, ..., an, i).  Нехай тепер 

здійснюються умови Твердження 15 і при цьому ¬ Pi (a1,i, ..., an, i) для деякого 
1 ≤ i ≤ k. Контрапозиція умови 3) означення n-арного відношення взаємного 
перейменування  стверджує,  що  якщо  висловлювання  Pi (a1,i, ..., an,i)  хибне 
хоча  б  для  одного  1 ≤ i ≤ k,  буде  хибним  і  Pj (a1, j, ..., an, j)  для  кожного 

1 ≤ j ≠ i ≤ k, а відтак матиме місце кон’юнкція 
1 ≤ i≤ k 

¬ Pi (a1, i, ..., an, i). А це, в 

силу означення (4), і доводить Твердження 15. □
4. Зсув. Казатимемо, що дві системи альтернатив 𝔸1 і 𝔸2 на D перебу-

вають у відношенні зсуву відносно (щодо) відображення  ψ(1):  𝔸1 ↦ 𝔸2, або, 

простіше,  перебувають у відношенні  ψ-зсуву, я. я. ψ(1) взаємно-однозначне і 
для будь-якого предиката P(n) ∊ 𝔸1 та деяких k, l ≥ 1 в будь-якій насиченій Ω 

знайдуться  такі  попарно  несумісні  предикати  S1
(n), ..., Sk

(n),  T1
(n), ..., Tl

(n),  що 
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ψ(P (n))  ≡ (P (n) ∧ 
1 ≤ i≤ k

¬ Si 
(n))  ∨ 

1 ≤ j≤ l 
Tj 

(n).   Казатимемо, що  𝔸1 і  𝔸2 просто 

перебувають у відношенні зсуву, я. я. знайдеться таке  ψ(1): 𝔸1 ↦ 𝔸2, що  𝔸1 і 

𝔸2 перебувають у відношенні ψ-зсуву.

Таким чином,  ми означили два  бінарні  відношення зсуву.  Основна 
властивість другого з них, не залежного від вибору відображення  ψ(1), нас-
тупна:

ТВЕРДЖЕННЯ 16.  Бінарне відношення зсуву є відношенням еквіва-
лентності.

Доведення. Рефлексивність очевидна (в якості ψ(1) беремо id(1), в якості 
S (n) і  T (n) (тобто,  k = l = 1)  беремо  будь-який  —  а  за  екстенсіонального 
підходу: єдиний — IF (n)).

Доведемо симетрію. Нехай 𝔸1 і 𝔸2 перебувають у відношенні ψ-зсуву. 

Тоді, оскільки (A ∧ ¬B) ∨ B ≡ A ∨ B і  (A ∨ B) ∧ ¬B ≡ A ∧ ¬B, то для всякого 

P (n) ∊ 𝔸1 маємо

(ψ(P (n)) ∧ 
1 ≤ j≤ l

¬ Tj 
(n)) ∨ 

1 ≤ i≤ k 
Si 

(n) ≡ 

≡ (((P (n) ∧ 
1 ≤ i≤ k

¬ Si 
(n)) ∨ 

1 ≤ j≤ l 
Tj 

(n)) ∧ 
1 ≤ j≤ l

¬ Tj 
(n)) ∨ 

1 ≤ i≤ k 
Si 

(n) ≡ 

≡ ((P (n) ∧ 
1 ≤ i≤ k

¬ Si 
(n)) ∧ 

1 ≤ j≤ l
¬ Tj 

(n)) ∨ 
1 ≤ i≤ k 

Si 
(n) ≡ 

≡ (P (n) ∧ 
1 ≤ j≤ l

¬ Tj
 (n)) ∨ 

1 ≤ i≤ k 
Si 

(n).

В  силу  взаємної  однозначності  ψ(1) це  має  місце  для  будь-якого  R (n) ∊ 𝔸2, 

тобто, для всякого  R (n) ∊ 𝔸2 існує  P (n) ∊ 𝔸1 такий, що  R (n) = ψ(P (n)), а отже й 

P (n) = ψ–1(R (n)); відтак, для всіх R (n) ∊ 𝔸2 вірно, що

(R (n) ∧ 
1 ≤ j≤ l

¬ Tj 
(n)) ∨ 

1 ≤ i≤ k 
Si 

(n) ≡ (ψ(P (n)) ∧ 
1 ≤ j≤ l

¬ Tj 
(n)) ∨ 

1 ≤ i≤ k 
Si 

(n).

А це означає, що кон’юнкція 
1 ≤ j≤ l

¬ Tj 
(n) та диз’юнкція 

1 ≤ i≤ k 
Si 

(n) грають від-

носно всякого R (n) ∊ 𝔸2 ту саму роль, що й кон’юнкція 
1 ≤ i≤ k

¬ Si 
(n) і диз’юнк-

ція 
1 ≤ j≤ l 

Tj 
(n) відносно всякого P (n) ∊ 𝔸1. Відтак, 𝔸2 і 𝔸1 перебувають у відно-

шенні ψ-зсуву.
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Нарешті, доведемо транзитивність.  Нехай 𝔸1 і  𝔸2 перебувають у від-

ношенні  ψ1,2-зсуву,  а  𝔸2 і  𝔸3 перебувають у  відношенні  ψ2,3-зсуву і  нехай 

S1,1
(n), ..., S1, k

(n),  T1,1
(n), ..., T1, l

(n) — це  предикати,  передбачені  означенням для 
випадку ψ1,2-зсуву,  а  S2,1

(n), ..., S2, m
(n),  T2,1

(n), ..., T2, p
(n) — це предикати, передба-

чені означенням для випадку ψ2,3-зсуву. Тоді функція  ψ1,3
(1): 𝔸1 ↦ 𝔸3, задана 

умовою  ψ1,3(x) = ψ2,3(ψ1,2(x)),  очевидно  є  взаємно-однозначним  відображен-
ням. В силу ж попарної несумісності  предикатів  S1, i

(n),  T1, j
(n) та  S2,e

(n),  T2,o
(n) 

(1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ l, 1 ≤ e ≤ m, 1 ≤ o ≤ p) і того, що 
((A ∧ ¬B) ∨ C) ↔ ((A ∨ C) ∧ ¬B) ≡ B | C,

маємо, що для кожного всякого P (n) ∊ 𝔸1

(((ψ1,3(P (n)) ∧ 
1 ≤ i ≤ k

¬ S1,i 
(n)) ∨ 

1 ≤  j ≤ l
T1, j 

(n)) ∧ 
1 ≤ e ≤ m

¬ S2,i 
(n)) ∨ 

1 ≤ o≤ p
T2,o

(n) ≡

 ≡ (((ψ1,3(P (n)) ∧ 
1 ≤  i ≤ k

¬ S1,i 
(n) ∧ 

1 ≤  e ≤ m
¬ S2,i 

(n)) ∨ 
1 ≤  j ≤ l

T1, j 
(n) ∨ 

1 ≤ o ≤ p
T2,o

(n),

відтак, остаточно, 𝔸1 і 𝔸3 перебувають у відношенні ψ1,3-зсуву.

Таким чином, бінарне відношення зсуву рефлексивне, симетричне та 
транзитивне, а отже, є відношенням еквівалентності. □

Оскільки бінарне відношення зсуву симетричне, воно легко узагаль-
нюється до такого самого n-арного відношення. А саме, казатимемо, що сис-
теми альтернатив 𝔸1, ...,  𝔸n на D перебувають в n-арному відношенні зсуву, 

я. я. для кожного 1 ≤ i ≤ n–1 знайдуться такі відображення ψi
(1): 𝔸i ↦ 𝔸i+1, що 

𝔸i  та  𝔸i+1 перебувають у відношенні ψi-зсуву. Якщо ж системи альтернатив 

𝔸1, ..., 𝔸n на D перебувають в n-арному відношенні зсуву і при цьому 𝔸n і 𝔸1 

перебувають у відношенні зсуву, казатимемо, що  𝔸1, ...,  𝔸n перебувають у  

циклічному n-арному відношенні зсуву. Можна означувати і ще вужчі відно-
шення зсуву, встановлюючи додаткові обмеження на предикати, які входять у 
порівнювані системи альтернатив (таким обмеженням може бути еквівалент-
ність, яка зумовить рівночисе́ льність).

Нехай системи альтернатив  𝔸1, ...,  𝔸n на D перебувають в  n-арному 
(відповідно, циклічному n-арному) відношенні зсуву такому, що для кожного 
1 ≤ i ≤ n–1 існують передбачені означенням відображення ψi

(1): 𝔸i ↦ 𝔸i+1 такі, 
що 𝔸i та 𝔸i+1 перебувають у відношенні ψi-зсуву (відповідно, вказані відобра-
ження,  а  також  відображення  ψn

(1): 𝔸n ↦ 𝔸1,  за  рахунок  якого  𝔸n та  𝔸1 

перебувають  у  відношенні  ψn-зсуву).  Тоді  відношення  Ψ(n) з  графіком 
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GΨ ⊆ 𝔸1×...×𝔸n таке, що для всіх P1
(n) ∊ 𝔸1, ..., Pn

(n) ∊ 𝔸n має місце еквіваленція 
Ψ(P1

(n),  ...,  Pn
(n))  ↔ (ψ1(P1

(n))  =  P2
(n) ∧ ...  ∧ ψn–1(Pn–1

(n))  =  Pn
(n))  (відповідно,

Ψ(P1
(n), ...,  Pn

(n)) ↔ (ψ1(P1
(n)) = P2

(n) ∧ ...  ∧ ψn–1(Pn–1
(n)) = Pn

(n) ∧ ψn(Pn
(n)) = P1

(n))) 
назвемо  стрижневи́ м  відношенням вказаного  відношення  n-арного 
(відповідно, циклічного n-арного) відношення зсуву між вказаними 𝔸1, ..., 𝔸n.

Приклад. Нехай дано D, Ω, системи альтернатив 𝔸P = {P1
(n), P2

(n), P3
(n)}, 

𝔸R = {R1
(n), R2

(n), R3
(n)}, 𝔸S = {S1

(n), S2
(n), S3

(n)} на D і відображення ψ1
(1): 𝔸P ↦ 𝔸R, 

ψ2
(1): 𝔸R ↦ 𝔸S та ψ3

(1): 𝔸S ↦ 𝔸P такі, що Gψ1
 = {<P1

(n), R1
(n)>, <P2

(n), R2
(n)>, <P3

(n), 

R3
(n)>}, Gψ2

 = {<R1
(n), S1

(n)>, <R2
(n), S2

(n)>, <R3
(n), S3

(n)>}, Gψ3
 = {<S3

(n), P1
(n)>, <S1

(n), 

P2
(n)>, <S2

(n),  P3
(n)>}, і  𝔸P та 𝔸R перебувають у відношенні  ψ1-зсуву,  𝔸R та 𝔸S 

перебувають у відношенні  ψ2-зсуву, а  𝔸S та 𝔸P перебувають у відношенні 

ψ3-зсуву. В такому разі 𝔸P, 𝔸R, 𝔸S перебувають у 3-місному відношенні зсуву 

(яке  забезпечують  відображення  ψ1
(1) та  ψ2

(1))  і  водночас  у  циклічному 
3-місному  відношенні  зсуву  (яке  забезпечують  відображення  ψ1

(1),  ψ2
(1) 

та ψ3
(1)), а відношення Ψ(3) з графіком GΨ ⊆ 𝔸P×𝔸R×𝔸S таке, що GΨ = {<P1

(n), 

R1
(n),  S1

(n)>, <P2
(n),  R2

(n),  S2
(n)>, <P3

(n),  R3
(n),  S3

(n)>} є стрижневим відношенням 
обох вказаних 3-місних відношень зсуву між 𝔸P, 𝔸R та 𝔸S.

При подальшому розгляді властивостей систем альтернатив ми, серед 
іншого, плануємо розглянути також і наступне

ПИТАННЯ. Якщо між даними системами альтернатив 𝔸1, ..., 𝔸k на-

явне k-місне (циклічне k-місне) відношення зсуву, якою є числова залежність  
F (k, p, m) = 0 між кількістю k заданих систем альтернатив, потужністю p  
кожної з них та кількістю m стрижневих відношень Ψ(k) заданого відношен-
ня зсуву?
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ВІДНОШЕННЯ МІЖ СИСТЕМАМИ АЛЬТЕРНАТИВ ТА ЇХНІМИ МНОЖИНАМИ





Системою альтернатив на заданій предметній області D ми називаємо будь-яку таку множину n-місних предикатів, що на всякій довільній n‑ці предметів з D здійснюється один і тільки один з них. Ми ставимо перед собою завдання побудови загальної теорії систем альтернатив. У тексті завершено загальний розгляд питання, які відношення мають місце між множинами таких систем альтернатив на одній D, в кожну з яких входять предикати, які перебувають у якомусь фіксованому відношенні (ми досліджуємо несумісність, лож-несумісність, незалежність та сумісність). Далі розглянуто такі відношення між самими системами альтернатив на одній D, як деталізація та кілька відношень перейменування і зсуву. Особливу увагу приділено узагальненню бінарних відношень до n-арних за довільного натурального n.

Ключові слова: предикат, система альтернатив, деталізація, перейменування, зсув.



We call a system of alternatives on a given domain D any set of n-ary predicates such that one and only one of them satisfies for any arbitrary n-tuple of individuals from D. We set ourselves the task of building a general theory of systems of alternatives. The text completes a general consideration of the question of what relations hold between sets of systems of alternatives on the same D such that each of them includes predicates that are in some fixed relation (we study inconsistency, false-inconsistency, independence, and consistency). Next, such relations between the systems of alternatives on the same D as detailing and several relations of renaming as well as displacement are considered. Special attention is paid to the generalization of binary relations to n-ary ones for arbitrary natural n.

Keywords: predicate, system of alternatives, detailing, renaming, displacement.

Постановка проблеми

Мотивація. Пропонована робота є безпосереднім продовженням роботи [1], в якій було введено поняття системи альтернатив на довільній непорожній множині (предметній області) D як всякої такої множини 𝔸 пре­дикатів, означених на D, що будь-які два різні елементи 𝔸 несумісні на D, а диз’юнкція всіх елементів 𝔸 тотожно-істинна на D. Предикати ми розуміємо однаково і як відношення на D, і як функції вигляду f (n): Dn ↦ 𝔹 для всякого n ∊ ℕ, де 𝔹 = {1, 0} — це множина значень істинності 1 (істина) та 0 (лож, хиба). (Примітка. Слід виправити о́друк, допущений в [1]: на с. 85 замість ‘f: D ↦ 𝔹’ мало б бути ‘f (n): Dn ↦ 𝔹’; також, на с. 87 замість «трикутник» скрізь слід читати: «рівносторонній трикутник»). В силу існування еквіва­лентності між предикатами-відношеннями та предикатами-функціями, зада­ними на одній D (співвідношення (1) і (2) в [1, с. 86]) ми ведемо виклад у (трохи простіших) термінах предикатів-відношень. 

Строге означення поняття системи альтернатив у термінах предикатів обох видів див. в [1, с. 87–88]. В тій же роботі покладено початок системати­чній побудові теорії систем альтернатив і (в останньому розділі) обговорено можливі сфери застосування такої теорії у логіці, математиці, філософії та психології (всього окреслено 7 сфер застосування). 

Наш теоретичний інтерес наступний. З точки зору математика поня­ття системи альтернатив не є чимось новим: у різних математичних науках (і у філософії, яка дотична до логіки та математики) ми натрапляємо на це по­няття в різних формулюваннях; так, у теорії множин ми натрапляємо на ньо­го у вигляді поняття розбиття множини (замість предикатів використовують­ся теж множини), в абстрактній алгебрі — у вигляді поняття розбиття одини­ці (верхнього елемента) решітки, у теорії імовірностей — у вигляді поняття простору елементарних подій; у філософській логіці та епістемології зазви­чай говорять про класифікації там, де ми говоримо про системи альтернатив. Наше завдання — побудувати строгу теорію цього явища у суто логічних термінах, а не у термінах змістовно-математичних (позалогічних) чи філо­софських (позанаукових). Саме тому ми обираємо підхід у термінах значень істинності, предметних областей та предикатів, означених на предметних об­ластях. При цьому слід пам’ятати ту принципову обставину, що, хоча перелі­чені поняття і взяті з теорії моделей, наш виклад є суто онтологічним і не має семантичних компонентів (докладніше див. [1, с. 85].

В даній роботі ми продовжуємо два напрямки досліджень, намічених в [1]. А саме, ми завершуємо розгляд проблеми порівняння множин систем альтернатив, у які входять деякі виділені предикати з фіксованим відношен­ням між ними, та продовжуємо вивчення відношень між самими системами альтернатив. Через це ми продовжуємо нумерацію як пунктів  викладу, так і нумерацію доведених тверджень, розпочаті в [1].

Зауваження щодо інтенсіонального підходу. З кінця XIX століття в логіці цілковито панує екстенсіональний підхід, за яким предикати (однако­во, відношення чи функції) ототожнюються зі своїми графіками, а відтак і ототожнюються між собою еквівалентні предикати. В [1, с. 87] наведено про­сті контрприклади до екстенсіонального підходу, які показують його обмеже­ність в загальному випадку. Через це ми приймаємо інтенсіональний підхід, за якого еквівалентні предикати не ототожнюються, а відтак, предикати як такі відрізняються від їхніх графіків і є, говорячи в термінах Фреґе, первин­ними щодо своїх графіків [2, с. 26, прим.]. Оскільки ж екстенсіональний під­хід залишається застосовним і важливим в ряді випадків, надалі ми відзнача­тимемо ситуації, в яких інтенсіональний та екстенсіональний підходи дають різні результати (відмінності в трактуванні предикатів за обох підходів описані в [1, с. 86–87]).

Найбільш загальні відмінності між обома підходами наступні.

Нехай дано непорожню предметну область D та непорожню множину Ω предикатів, заданих на D. За екстенсіонального підходу:

(e1) для всякої D існує деяка виділена найбільша множина предикатів, заданих на D, а саме, множина ΩD всіх предикатів, заданих на D; в силу ото­тожнення предикатів з їхніми графіками, ΩD = ⋃n∊ℕ 2Dn;

(e2) в ΩD для кожного n ∊ ℕ існує один-єдиний тотожно-істинний на D предикат IT (n) (або 1(n)) і один-єдиний тотожно-хибний на D предикат IF (n) (або 0(n));

(e3) в ΩD для кожного n ∊ ℕ n-місні предикати, задані на D, утворюють

решітку L[n] = <ΩD[n], ∧(2), ∨(2), 1(n), 0(n)>, де ΩD[n] — множина n-місних 

предика­тів, означених на D (ΩD[n] ⊆ ΩD), а ∧(2) і ∨(2) суть операції взяття нижньої та верхньої граней відповідно (зокрема, носій ΩD[0] решітки L[0] складається всього лиш із двох елементів 1(0) і 0(0) , які можна ототожнити з істиною 1 та ложжю 0 відповідно).

Натомість, за інтенсіонального підходу:

(i1) будь-яку множину Ω предикатів, заданих на D, можна розширити (за допомогою еквівалентних предикатів); відтак,

(i2) для будь-якого n ∊ ℕ дана Ω може містити яку завгодно кількість тотожно-істинних та тотожно-хибних на D предикатів.

Сказане означає, що за інтенсіонального підходу для даної D не існує заздалегідь відомої множини всіх предикатів ΩD. Однак, можна ввести ана­лог такої множини. Говоритимемо про множину предикатів, заданих на D, як про множину предикатів над D. Назвемо всяку Ω над D насиченою, я. я. (як­що і тільки якщо) для кожного n ∊ ℕ і для кожної множини M ⊆ Dn (у випад­ку предикатів-функцій — M ⊆ Dn×𝔹) Ω містить бодай один предикат P (n) з графіком GP = M; якщо для кожного n ∊ ℕ і кожної M множина Ω містить рів­но один (більше одного) предикат(а) P (n) з графіком GP = M, вона називається пороговою (надпороговою); не насичені множини предикатів можна назвати підпороговими, а надпорогові — перенасиченими. Порогові множини преди­катів за інтенсіонального підходу якраз і будуть аналогами екстенсіональної ΩD; зауважимо, що за самою суттю цього підходу на всякій даній D може бу­ти більше однієї порогової Ω.

Звідси можна вивести інтенсіональний аналог тези (e3). Якщо [P (n)] — клас всіх предикатів з Ω над D, еквівалентних P (n) (де P (n) ∊  Ω), а [Ω] — мно­жина всіх таких класів еквівалентності [P (n)], для яких P (n) ∊  Ω,  то

(i3) за фіксованих D і Ω, якщо Ω насичена, то для кожного n ∊ ℕ існує решітка класів еквівалентностей [L][n] = <[Ω][n], ∧(2), ∨(2), [1(n)], [0(n)]>, де [Ω][n] складається з класів еквівалентності n-місних предикатів, що належать Ω[n], а 1(n) і 0(n) суть якісь виділені (фіксовані) тотожно-істинний та тотожно-хибний на D предикати.



Елементи теорії систем альтернатив

Введемо одне надалі потрібне поняття. Називатимемо множину пре­дикатів Ω, заданих на D, повною (більш розлого: альтернативно-повною) я. я. будь-яка її підмножина попарно несумісних предикатів є підмножиною якоїсь такої системи альтернатив на D, яка сама є підмножиною Ω.

Також виправимо формулювання другого поняття порушення меж, введеного у [1, с. 94]. А саме, казатимемо, що система альтернатив 𝔸 пору­шує (відповідно, не порушує) межі деякого фіксованого предиката P (n), я. я. хоча б один (відповідно, жоден) елемент 𝔸 порушує (відповідно, не пору­шує) межі предиката P (n); поняття порушення меж предиката іншим предика­том (перше поняття) див. за посиланням вище.

Порівняння множин систем альтернатив. Якщо {𝔸P} (відповідно, {𝔸R}) — це множина всіх систем альтернатив на D, в які входить предикат P (n) (відповідно, предикат R (n)) з Ω, і між P (n) і R (n) має місце якесь відоме від­ношення *(2), питається: як співвідноситимуться відповідні їм множини {𝔸P} і {𝔸R}? В [1] досліджено три випадки: коли P (n) і R (n) еквівалентні, коли P (n) зумовлює (імплікує) R (n) (або, що те саме, P (n) підпорядковується R (n)), наре­шті, коли P (n) і R (n) взаємно суперечливі (контрадикторні, альтернативні).  За­лишається дослідити випадки несумісності (контрарності) P (n) і R (n), їхньої підконтрарності (лож-несумісності), незалежності і, нарешті, сумісності (при цьому ми продовжуємо нумерацію цих випадків, започатковану в [1]). Також, для систематичності слід коротко розглянути всі інші комбінаторно можливі випадки, в яких між P (n) і R (n) немає регулярного відношення (як ві­домо, всі такі випадки легко відстежуються на діаграмі Ейлера-Венна для множин істинності двох предикатів).

4. Несумісність/Контрарність. Нехай

∀x1 ... ∀xn ¬(P(x1, ..., xn) ∧ R(x1, ..., xn)),

тобто, P (n) і R (n) несумісні (контрарні) (символічно: P (n) || R (n)).

В цьому випадку множини {𝔸P} і {𝔸R} розбиваються кожна на дві підмножини: в першій, яку ми позначимо через ‘{𝔸P[R]}’ (відповідно, через ‘{𝔸R[P]}’), не існує систем альтернатив, які б порушували межі предиката R (n) (відповідно, предиката P (n)), а в другій всі її елементи порушують межі предиката R (n) (відповідно, предиката P (n)); зрозуміло, що якщо Ω насичена, обидві описані підмножини кожної з множин {𝔸P} і {𝔸R} непорожні. Очевидно, що кожна 𝔸P (відповідно, 𝔸R) має вигляд {P (n), S1(n), ..., Sk(n), IFi1(n), ..., IFir(n)} (відповідно, {R (n), T1(n), ..., Tl(n), IFi1(n), ..., IFir(n)}), де — так само, як у випадку контрадикторних P (n) і R (n), який описувався в [1], — 1 ≤ r ≤ m, 1 ≤ ir ≤ m, а IF1(n), ..., IFm(n) — це всі тотожно-хибні на D предикати (один з яких може збігатися з якимось із предикатів P (n), R (n), якщо останній тотожно-хибний на D; також ми допускаємо випадок, коли r = m = 0 і список <IF1(n), ..., IFm(n)> порожній, тобто, коли в Ω не входять ніякі тотожно-хибні предикати, можливо, за винятком предиката P (n) або R (n)). Якщо при цьому 𝔸P ∊ {𝔸P[R]}  (відповідно, 𝔸R ∊ {𝔸R[P]}), то, додатково, існують предикати Si1(n), ..., Sip(n), які входять у список <S1(n), ..., Sk(n)> (відповідно, предикати Ti1(n), ..., Tiq(n), які входять у список <T1(n), ..., Tl(n)>) такі, що (Si1(n) ∨ ... ∨ Sip(n)) ≡ R (n) (відповідно, (Ti1(n) ∨ ... ∨ Tiq(n)) ≡ P (n)). Далі, очевидно, що перетин {𝔸P} і {𝔸R} непорожній, і кожен його елемент має вигляд 𝔸P, R<o, i1, ..., ir> = {P (n), R (n), V1(n), ..., Vo(n), IFi1(n), ..., IFir(n)}, де всі V1(n), ..., Vo(n), якщо вони є (тобто, якщо o > 0), суть здійсненні, і, крім того, вірно, що (P (n) ∨ V1(n) ∨ ... ∨ Vo(n)) ≡ (T1(n) ∨ ... ∨ Tl(n)) і (R (n) ∨ V1(n) ∨ ... ∨ Vo(n)) ≡ (S1(n) ∨ ... ∨ Sk(n)). Звідси і з попереднього твердження маємо, що 𝔸P, R<o, i1, ..., ir> ∊ {𝔸P[R]} і так само 𝔸P, R<o, i1, ..., ir> ∊ {𝔸R[P]}. А це означає, що існують два часткові відображення ϕ*1(1) та ϕ*2(1) множин {𝔸P} і {𝔸R} в перетин {𝔸P[R]} ∩ {𝔸R[P]} такі, що вони визначені точно на множинах {𝔸P[R]} і {𝔸R[P]} відповідно і задаються як наступні підстановки:

ϕ*1(𝔸P) = θ ({S1(n), ..., Sk(n)}, {R (n), V1(n), ..., Vo(n)}, 𝔸P),

ϕ*2(𝔸R) = θ ({T1(n), ..., Tl(n)}, {P (n), V1(n), ..., Vo(n)}, 𝔸R)

(задання відображення θ(3) див. в [1, с. 94]).

Відтак остаточно: якщо предикати P (n) і R (n) несумісні (контрарні), то відповідні їм множини систем альтернатив {𝔸P} і {𝔸R} на всякій насиченій Ω за умови не існування хоча б в одній 𝔸P (і так само 𝔸R) предикатів, які б порушували межі предиката R (n) (відповідно, P (n)), мають непорожні підмножини {𝔸P[R]} і {𝔸R[P]}, котрі, у свою чергу, мають спільний корінь; символічно:

P (n) || R (n) ∧ {𝔸P[R]} ≠ Ø ∧ {𝔸R[P]} ≠ Ø → {𝔸P[R]} ⨈ {𝔸R[P]}

для всякої насиченої  Ω (поняття спільного кореня див. у [1, с. 96].

4еx. За екстенсіонального підходу завжди можна підібрати таку Ω, над якою множини {𝔸P[R]} і {𝔸R[P]} будуть непорожніми для будь-яких P (n) і R (n) з Ω (напр., такою буде ΩD), тому додатково до встановленого вище можна сформулювати наступне екзистенційне положення: для всякої непорожньої D знайдеться Ω така, що {𝔸P[R]} ≠ Ø ∧ {𝔸R[P]} ≠ Ø, а відтак

P (n) || R (n) → {𝔸P[R]} ⨈ {𝔸R[P]}.

5. Лож-несумісність/Підконтрарність. Нехай

∀x1 ... ∀xn (P(x1, ..., xn) ∨ R(x1, ..., xn)),

тобто, P (n) і R (n) лож-несумісні (підконтрарні) (символічно: P (n) ⩔ R (n)).

В цьому випадку множини {𝔸P} і {𝔸R} не перетинаються, а кожна 𝔸P (відповідно, 𝔸R), як і у двох попередніх випадках (суперечливості та несуміс­ності) має вигляд {P (n), S1(n), ..., Sk(n), IFi1(n), ..., IFir(n)} (відповідно, {R (n), T1(n), ..., Tl(n), IFi1(n), ..., IFir(n)}). Додатково до цього, у випадку підконтрарності (як і у випадку суперечливості, але не несумісності) хоча б один із предика­тів P (n) і R (n) є здійсненним, а тому, якщо Ω повна, то існують такі предикати U1(n), ..., Um(n), що їхня диз’юнкція здійсненна і, крім того, вірно, що (U1(n) ∨ ... ∨ Um(n) ∨ S1(n) ∨ ... ∨ Sk(n)) ≡ R (n) і (U1(n) ∨ ... ∨ Um(n) ∨ T1(n) ∨ ... ∨ Tl(n)) ≡ P (n). Це означає, що всяка множина {S1(n), ..., Sk(n), U1(n), ..., Um(n), T1(n), ..., Tl(n), IFi1(n), ..., IFir(n)} ⊆ Ω для повної Ω є системою альтернатив на D, яка не вхо­дить ні в {𝔸P}, ні в {𝔸R}. Позначимо всяку таку систему альтернатив через ‘𝔸–P,R’. Очевидно, що існують такі два відображення ϕ•P(1) та ϕ•R(1) множини {𝔸–P,R} всіх систем альтернатив вигляду 𝔸–P,R у множини {𝔸P} і {𝔸R}, що ці відображення задаються як наступні підстановки:

ϕ•P (𝔸–P,R) = θ ({T1(n), ..., Tl(n), U1(n), ..., Um(n)}, {P (n)}, 𝔸–P,R),

ϕ•R (𝔸–P,R) = θ ({S1(n), ..., Sk(n), U1(n), ..., Um(n)}, {R (n)}, 𝔸–P,R).

Виходячи з існування відображень ϕ•P(1) та ϕ•R(1), множину {𝔸–P,R} можна назвати спільною верхівкою множин {𝔸P} і {𝔸R}. Позначатимемо від­ношення «множини M1 і M2 мають спільну верхівку» через ‘M1 ⨇ M2’. Звід­си остаточно: якщо предикати P (n) і R (n) лож-несумісні (підконтрарні), то від­повідні їм множини систем альтернатив {𝔸P} і {𝔸R} мають спільну верхівку над кожною повною Ω; символічно:

P (n) ⩔ R (n) → {𝔸P} ⨇ {𝔸R}.

6. Незалежність. Нехай

∃x1 ... ∃xn (P(x1, ..., xn) ∧ R(x1, ..., xn)) ∧

∧ ∃x1 ... ∃xn (P(x1, ..., xn) ∧ ¬R(x1, ..., xn)) ∧

∧ ∃x1 ... ∃xn (¬P(x1, ..., xn) ∧ R(x1, ..., xn)) ∧

∧ ∃x1 ... ∃xn (¬P(x1, ..., xn) ∧ ¬R(x1, ..., xn)),

тобто, P (n) і R (n) незалежні (символічно: P (n) ⫴ R (n)).

В цьому випадку множини {𝔸P} і {𝔸R} не перетинаються, а кожна 𝔸P (відповідно, 𝔸R), як і у трьох попередніх випадках (суперечливості, несуміс­ності та лож-несумісності) має вигляд {P (n), S1(n), ..., Sk(n), IFi1(n), ..., IFir(n)} (від­повідно, {R (n), T1(n), ..., Tl(n), IFi1(n), ..., IFir(n)}). При цьому, в силу самого означення відношення незалежності одночасно існують і такі предикати U1(n), ..., Um(n), що (U1(n) ∨ ... ∨ Um(n)) ≡ P (n) ∧ R (n), і такі предикати V1(n), ..., Vo(n), що (V1(n) ∨ ... ∨ Vo(n)) ≡ ¬P (n) ∧ ¬R (n), і обидві диз’юнкції U1(n) ∨ ... ∨ Um(n) та V1(n) ∨ ... ∨ Vo(n) однаково здійсненні. Як і у випадку несумісності, за незалеж­ності P (n) і R (n) слід виділяти підмножини {𝔸P[R]} і {𝔸R[P]} множин {𝔸P} і {𝔸R}, елементи яких не порушують меж предикатів R (n) і P (n) відповідно. Якщо {𝔸P[R]} і {𝔸R[P]} непорожні, як і у випадку несумісності, знайдуться предикати Si1(n), ..., Sip(n), які входять у список <S1(n), ..., Sk(n)> (відповідно, пре­дикати Ti1(n), ..., Tiq(n), які входять у список <T1(n), ..., Tl(n)>) такі, що (U1(n) ∨ ... ∨ Um(n) ∨ Si1(n) ∨ ... ∨ Sip(n)) ≡ R (n) (відповідно, (U1(n) ∨ ... ∨ Um(n) ∨ Ti1(n) ∨ ... ∨ Tiq(n)) ≡ P (n)). Звідси, всяка множина 𝔸–P,R = {Si1(n), ..., Sip(n), U1(n), ..., Um(n), Ti1(n), ..., Tiq(n), IFi1(n), ..., IFir(n)} ⊆ Ω є системою альтернатив на D, яка не входить ні в {𝔸P}, ні в {𝔸R}. А це означає, що, подібно до випадку підконтрарності, за умови не­порожності {𝔸P[R]} і {𝔸R[P]} існують два відображення ϕ°P(1) та ϕ°R(1) множини {𝔸–P,R} всіх систем альтернатив вигляду 𝔸–P,R у підмножини {𝔸P[R]} і {𝔸R[P]} мно­жин {𝔸P} і {𝔸R} такі, що ці відображення задаються як наступні підста­новки:

ϕ°P (𝔸–P,R) = θ ({Ti1(n), ..., Tiq(n), U1(n), ..., Um(n)}, {P (n)}, 𝔸–P,R),

ϕ°R (𝔸–P,R) = θ ({Si1(n), ..., Sip(n), U1(n), ..., Um(n)}, {R (n)}, 𝔸–P,R).

Звідси остаточно: якщо предикати P (n) і R (n) незалежні, а підмножини {𝔸P[R]} і {𝔸R[P]} відповідних їм множин систем альтернатив {𝔸P} і {𝔸R} непорожні, то ці {𝔸P[R]} і {𝔸R[P]} мають спільну верхівку над кожною повною Ω; символічно:

P (n) ⫴ R (n) ∧ {𝔸P[R]} ≠ Ø ∧ {𝔸R[P]} ≠ Ø → {𝔸P[R]} ⨇ {𝔸R[P]}.

7. Сумісність. Нехай

∃x1 ... ∃xn (P(x1, ..., xn) ∧ R(x1, ..., xn)),

тобто, P (n) і R (n) сумісні (символічно: P (n) ¤ R (n)).

В цьому випадку множини {𝔸P} і {𝔸R} не перетинаються, а сам випа­док може бути описаний еквіваленцією

P(n) ¤ R(n) ↔ ((P(n) ≡ R(n)) ∨ (P(n) ⊨ R(n)) ∨ (R(n) ⊨ P(n)) ∨ (P(n) ⩔ R(n)) ∨ (P(n) ⫴ R(n))),

яка означає, що на всякій повній Ω множини систем альтернатив {𝔸P} і {𝔸R} сумісних P (n) і R (n) або синонімічні, або одна з них частково накладається на другу, або ж вони мають спільну верхівку, або, нарешті, за умови непорож­ності {𝔸P[R]} і {𝔸R[P]}, мають спільну верхівку множини {𝔸P[R]} і {𝔸R[P]}; сим­волічно:

P (n) ¤ R (n) → (({𝔸P} ≃ {𝔸R}) ∨ ({𝔸P} ⮎ {𝔸R}) ∨ ({𝔸R} ⮎ {𝔸P}) ∨ ({𝔸P} ⨇ {𝔸R}) ∨ ({𝔸P[R]} ≠ Ø ∧ {𝔸R[P]} ≠ Ø → {𝔸P[R]} ⨇ {𝔸R[P]})).

7ex. За екстенсіонального підходу синонімічність замінюється на рів­ність, тож маємо, що на ΩD множини систем альтернатив {𝔸P} і {𝔸R} суміс­них P (n) і R (n) або рівні, або одна з них частково накладається на другу, або ж вони мають спільну верхівку, або, нарешті, за умови непорожності {𝔸P[R]} і {𝔸R[P]}, мають спільну верхівку множини {𝔸P[R]} і {𝔸R[P]}; символічно:

P (n) ¤ R (n) → (({𝔸P} = {𝔸R}) ∨ ({𝔸P} ⮎ {𝔸R}) ∨ ({𝔸R} ⮎ {𝔸P}) ∨ ({𝔸P} ⨇ {𝔸R}) ∨ ({𝔸P[R]} ≠ Ø ∧ {𝔸R[P]} ≠ Ø → {𝔸P[R]} ⨇ {𝔸R[P]})).

8–16. Вище ми розібрали сім випадків бінарних відношень між пре­дикатами. При цьому (як легко переконатися, побудувавши діаграму Ейлера-Венна) для двох предикатів існує 16 комбінаторних можливостей. Одна з них відповідає порожній D, ще сім відповідають відношенням еквівалентності (випадок 1 вище), строгого зумовлення в один і в другий бік (строге зумов­лення означає зумовлення, при якому виключається можливість еквівалент­ності), суперечливості (випадок 3 вище), несумісності (випадок 4 вище), лож-несумісності (випадок 5 вище) та незалежності (випадок 6 вище). Зали­шається вісім комбінаторних можливостей, які не описують ніяких регуляр­них відношень, а радше задають обмеження на самі предикати P (n) і R (n). Тим не менше, кожен із цих випадків описує деякий частинний випадок одного з відношень, розібраних вище (наприклад, якщо P (n) і R (n) однаково тотожно-істинні на D, то вони еквівалентні). Тому ці комбінаторні випадки не дода­ють нічого нового до сказаного вище, і їх не потрібно розглядати окремо.

Відношення між системами альтернатив. В [1, с. 97] був запропо­нований підхід до аналізу відношень між системами альтернатив, за яким са­мі системи альтернатив розглядаються як класифікації окремих предикатів, відтак ставиться питання про залежність між відношеннями, які можуть ма­ти місце між предикатами, та відношеннями між системами альтернатив, ко­трі суть класифікації цих предикатів. Але, оскільки ми при цьому розглядає­мо системи альтернатив на одній і тій самій D, з точки зору екстенсіональ­ного підходу це тривіально, адже всі предикати, які ми класифікуємо порів­нюваними системами альтернатив, суть тотожно-істинні на D. 

Нетривіальний підхід — однаково точки зору зору інтенсіональної чи екстенсіональної — можна запропонувати, якщо в основу покласти відноше­ння між предикатами, які складають самі порівнювані системи альтернатив. В такому разі стає очевидним, що для того, щоб між більш ніж двома систе­мами альтернатив мало місце якесь відношення — а нас в найбільш загаль­ному випадку цікавлять саме n-місні відношення за довільного n ∊ ℕ — по­трібно, щоб між предикатами, які складають такі системи альтернатив, існу­вало якесь симетричне або транзитивне попарне або сукупне відношення. В [1] було досліджено один такий випадок: відношення ортогональності, яке передбачає попарну незалежність предикатів, що належать ортогональним системам альтернатив (Твердження 9 в [1, с. 100]). Нижче ми опишемо такі відношення між системами альтернатив, як деталізація, перейменування та декілька відношень зсуву, перше з яких засноване на відношенні зумовлення (підпорядкування) між предикатами, друге — на еквівалентності, а всі інші передбачають симетрію та транзитивність як окремі властивості функцій, що зіставлятимуть предикати у потрібному відношенні.

2. Деталізація. Всяка система альтернатив є класифікацією (поділом-розбиттям) CLS деякого фіксованого предиката S (n) (див. [1, с. 97]. Однак, якщо наша система предикатів достатньо багата, в її межах один і той самий предикат можна розбити (класифікувати) по-різному, в тому числі і з різною мірою деталізації. Скажімо, людей  можна класифікувати за віком на дітей і дорослих, взявши за лінію поділу вік фізіологічного визрівання у чоловіків (21 рік) або у жінок (20 років); це означає розбиття предиката Людина(1) на предикати Дитина(1) та Дорослий(1). Але ми можемо здійснити й детальнішу

класифікацію, розбивши дітей і дорослих на менші вікові групи; зробити це можна також різними способами, зокрема, з різною деталізацією. Це природ­но приводить нас до наступного означення. Назвемо систему альтернатив 𝔸P = {Pi(n)}i ∊ I на D деталізацією всякої такої системи альтернатив 𝔸R = {Rj(n)}⁠j ∊ J на D, для якої існують відношення α(2) з графіком Gα ⊆ 𝔸P×𝔸R та β(2) з графіком Gβ ⊆ 𝔸R×𝔸P такі, що

1) α(2) і β(2) взаємно обернені: Pi(n) α Rj(n) ↔ Rj(n) β Pi(n) для всіх i ∊ I, j ∊ J;

2) α(2) є відображенням;

3) множина {β(R (n))} образів всякого R (n) ∊ 𝔸R у відношенні β(2) є системою альтернатив на dom1R (n).

(Зауваження. В силу Твердження 1 з [1] множина {β(R (n))} може скла­датися з одного-єдиного елемента, еквівалентного на D предикату R (n)).

Ми називаємо синонімічними всякі дві множини предикатів, між яки­ми може бути встановлена взаємно-однозначна відповідність, яка є синонімі­єю (див. останнє поняття в [1, с. 93–94]).

ТВЕРДЖЕННЯ 10. a) Якщо дві нетривіальні системи альтернатив на одній D суть деталізації одна одної, то вони синонімічні; b) за екстенсіо­нального підходу відношення деталізації антисиметричне на будь-якій мно­жині нетривіальних систем альтернатив.

Доведення. Нехай системи альтернатив 𝔸P = {Pi(n)}i ∊ I та 𝔸R = {Rj(n)}j ∊ J на D нетривіальні й суть деталізації одна одної. Тоді, згідно з пунктом 3) означення поняття деталізації, існують відношення β1(2) з графіком Gβ1 ⊆ 𝔸R×𝔸P та β2(2) з графіком Gβ2 ⊆ 𝔸P×𝔸R такі, що для будь-яких P (n) ∊ 𝔸P та R (n) ∊ 𝔸R множини {β2(P (n))} і {β1(R (n))} суть системи альтернатив на dom1P (n) та dom1R (n) відповідно. В силу пункту (ii) означення поняття систе­ми альтернатив (див. [1, с. 87–88])  множини {β2(P (n))} для різних P (n) (відпо­відно, {β1(R (n))} для різних R (n)) не перетинаються між собою, а диз’юнкції їхніх елементів попарно несумісні. Це означає, що, в силу пунктів 1) і 2) оз­начення поняття деталізації, кожен P (n) ∊ 𝔸P (відповідно, R (n) ∊ 𝔸R) входить в одну і тільки одну множину вигляду {β1(R (n))} (відповідно, вигляду {β2(P (n))}) для деякого R (n) ∊ 𝔸R (відповідно, P (n) ∊ 𝔸P).

Зафіксуємо два такі предикати P (n) ∊ 𝔸P і R (n) ∊ 𝔸R, що P (n) ∊ {β1(R (n))}. В силу  еквіваленції (5) з [1, с. 88] 

		P (n) ∨ S (n)S (n)∊ {β1(R (n))} \ {P (n)} ≡ R (n).

		(1)





Для R (n) при цьому існують дві можливості: R (n) ∊ {β2(P (n))} і R (n) ∉ {β2(P (n))}. Припустимо, що R (n) ∊ {β2(P (n))}. В такому разі, аналогічно до (1),

		R (n) ∨ T (n)T (n)∊ {β2(P (n))} \ {R (n)} ≡ P (n).

		(2)





З (1) і (2) маємо

		P (n) ∨ S (n)S (n)∊ {β1(R (n))} \ {P (n)} ∨ T (n)T (n)∊ {β2(P (n))} \ {R (n)} ≡ P (n),

		





що означає, що диз’юнкції S (n)S (n) ∊ {β1(R (n))} \ {P (n)} та T (n)T (n) ∊ {β2(P (n))} \ {R (n)} не здій­сненні на D, а відтак, в силу нетривіальності 𝔸P і 𝔸R, множини {S (n)}S (n)∊ {β1(R (n))} \ {P (n)} та {T (n)}T (n)∊ {β2(P (n))} \ {R (n)} порожні, а отже, множини {β2(P (n))} і {β1(R (n))} складаються кожна з одного елемента, а саме: {β2(P (n))} = {R (n)} і {β1(R (n))} = {P (n)}, причому P (n) ≡ R (n). Припустимо тепер, що R (n) ∉ {β2(P (n))}. В такому разі існує якийсь інший P*(n) ∊ 𝔸P такий, що R (n) ∊ {β2(P*(n))}. Звідси маємо R (n) ⊨ P*(n). Оскільки ж P (n) || P*(n), але, в силу (1), P (n) ⊨ R (n), приходимо до суперечності P (n) ⊨ P*(n) ∧ P (n) || P*(n), що означає, що припущення R (n) ∉ {β2(P (n))} хибне. Припущення ж R (n) ∊ {β2(P (n))} привело нас вище до висновку, що множини {β2(P (n))} і {β1(R (n))} однаково складаються з одного елемента, і ці елементи еквівалентні. Таким чином, відношення β1(2) і β2(2), розглядувані як функції, суть взаємно обернені відображення, а відтак між системами альтернатив 𝔸P і 𝔸R існує взаємно-однозначна відповідність, яка замінює предикати на еквівалентні їм, а тому відповідає означенню синоні­мії. Це доводить пункт a) Твердження 10.

За екстенсіонального підходу всі еквівалентні предикати суть тотожні, тому відображення β1(2) і β2(2) встановлюватимуть діагональне відношення на об’єднанні 𝔸P ∪ 𝔸R, звідки 𝔸P = 𝔸R. Це доводить пункт b) Твердження 10. □



Основна властивість відношення деталізації наступна:

ТВЕРДЖЕННЯ 11. a) Відношення деталізації є відношенням квазіпо­рядку (передпорядку); b) на всякій пороговій Ω (або, що те саме, за екстен­сіонального підходу) відношення деталізації є відношенням часткового по­рядку на множині нетривіальних систем альтернатив.

Доведення. Відношення деталізації рефлексивне й транзитивне, а за екстенсіонального підходу ще й антисиметричне на множині нетривіальних систем альтернатив. 

Рефлексивність очевидна (в якості α(2) і β(2) беремо діагональне відно­шення на 𝔸P).

Доведемо транзитивність. Нехай 𝔸P є деталізацією 𝔸R, а відношення, передбачені означенням поняття деталізації, — це α(2) з графіком Gα ⊆ 𝔸P×𝔸R і β(2) з графіком Gβ ⊆ 𝔸R×𝔸P. Нехай, далі, 𝔸R є деталізацією деякої 𝔸T, а відношення, передбачені означенням поняття деталізації для цього випадку, — це γ(2) з графіком Gγ ⊆ 𝔸R×𝔸T і δ(2) з графіком Gδ ⊆ 𝔸T×𝔸R. Утворимо відношення ε(2) = α(2)γ(2) з графіком Gε ⊆ 𝔸P×𝔸T і ζ(2) = δ(2)β(2) з гра­фіком Gζ ⊆ 𝔸T×𝔸P, тобто відношення такі, що для всіх P (n) ∊ 𝔸P і T (n) ∊ 𝔸T маємо P (n) ε T (n) ≡ P (n) αγ T (n) і T (n) ζ P (n) ≡ T (n) δβ P (n). Очевидно, що ε(2) та ζ(2) взаємно обернені (оскільки ζ(2) = δ(2)β(2) = γ–1(2)α–1(2) = ε–1(2), де через ‘ω–1(2)’ ми позначаємо обернення відношення ω(2)), і що ε(2) є відображенням (оскіль­ки α(2) і γ(2) суть відображення згідно з пунктом 2) означення поняття деталі­зації). Залишається вказати, що якщо розглядати відношення β(2) і δ(2) як неоднозначні функції β(2): 𝔸R ⇒ 𝔸P та δ(2): 𝔸T ⇒ 𝔸R, то вони переводять (пере­творюють, частково мультивідображають) кожен свій аргумент (предикат з 𝔸R і 𝔸T відповідно) або в один об’єкт (предикат з 𝔸P і 𝔸R відповідно), або у систему альтернатив; відтак, те саме стосується відношення ζ(2) = δ(2)β(2), яке можна розглядати як функцію ζ(2): 𝔸T ⇒ 𝔸P (звертаємо увагу читача на те, що неоднозначні функції зіставляють своїм аргументам окремі значення — хай їх і більше одного, — а не множини значень, тому множина образів {ε(P (n))} для всякого P (n) буде саме множиною предикатів, а не множиною множин предикатів). Цим доводиться пункт a) Твердження 11.

Звідси і з Твердження 10.b) безпосередньо випливає й пункт b) Твердження 11. □

Для всякого ординала ό деталізаційною послідовністю на D назвемо всяку таку послідовність 𝕒 = <𝔸i>1≤ i ≤ ό систем альтернатив на D, в якій кожна 𝔸i+1 є деталізацією 𝔸i. В силу Тверджень 1 і 2 з [1, с. 89] у всякій деталізацій­ній послідовності очевидно є перший елемент In 𝕒 = 𝔸1; трохи менш очевид­но, що в ній також є й останній елемент Fin 𝕒 = 𝔸ό; однак, оскільки існують предикати з одноелементними областями істинності, цей останній елемент обов’язково існує. Деталізаційну послідовність 𝕒 = <𝔸i>1≤ i≤ ό на D назвемо початковим сегментом деталізаційної послідовності 𝕓 = <𝔸j>1≤ j≤ ύ на D (де ύ — ординал), я. я. існує таке відображення 𝕒 в 𝕓, за якого 𝔸i = 𝔸j для всіх i ≤ ό (звідки випливає, що ό ≤ ύ). Цілком очевидним є

ТВЕРДЖЕННЯ 12. Відношення «𝕒 є початковим сегментом 𝕓» є відношенням строгого порядку.

Казатимемо, що деталізаційна послідовність 𝕒 може бути продовже­на до деталізаційної послідовності 𝕓, я. я. 𝕒 є початковим сегментом 𝕓. Деталізаційну послідовність 𝕒 назвемо (деталізаційною) послідовністю з максимальною деталізацією, я. я. її останній елемент Fin 𝕒 складається винятково з предикатів з одноелементними областями істинності і, можливо, деяких не здійсненних на D предикатів. Очевидним є наступне

ТВЕРДЖЕННЯ 13. Всяка деталізаційна послідовність може бути продовжена до послідовності з максимальною деталізацією.

3. Перейменування. Назвемо систему альтернатив 𝔸P на D переймену­ванням системи альтернатив 𝔸R на D, я. я. існують два взаємно-однозначні відображення φ(1): D ↦ D і ψ(1): 𝔸R ↦ 𝔸P такі, що для всіх a1, ..., an ∊ D і вся­кого R (n) ∊ 𝔸R маємо

		R(a1, ..., an) → ψ(R) (φ(a1), ..., φ(an)).

		(3)





Приклад. Нехай D = {a, b, c, d, e, æ}, 𝔸P = {P1(1), P2(1), P3(1)}, 𝔸R = {R1(1), R2(1), R3(1)}, dom1P1(1) = {a}, dom1P2(1) = {b, c}, dom1P3(1) = {d, e, æ}, dom1R1(1) = {a, b, c}, dom1R2(1) = {d, e}, dom1R3(1) = {æ}, φ: {a ↦ æ, b ↦ d, c ↦ e, d ↦ b, e ↦ c, æ ↦ a}, ψ: {R1(1) ↦ P3(1), R2(1) ↦ P2(1), R3(1) ↦ P1(1)}. Тоді, як легко перевірити, 𝔸P є перейменуванням 𝔸R.

Називатимемо системи альтернатив 𝔸P і 𝔸R на D взаємними перейме­нуваннями, я. я. вони є перейменуваннями одна одної. Про відношення «сис­тема альтернатив 𝔸P на D є перейменуванням системи альтернатив 𝔸R на D» говоритимемо просто як про відношення перейменування, щоб відрізняти йо­го від означеного в даному абзаці бінарного відношення взаємного перейме­нування. Основна властивість відношення перейменування полягає в тому, що

ТВЕРДЖЕННЯ 14. Відношення перейменування є відношенням еквівалентності.

Доведення. Очевидно, що відношення перейменування рефлексивне (в якості обох відображень φ(1) і ψ(1) беремо тривіальне відображення id(1), для якого id(x) = x для будь-якого допущенного аргумента x).

Доведемо симетрію. Припустимо, що 𝔸P є перейменуванням 𝔸R, але 𝔸R не є перейменуванням 𝔸P. В цьому разі, які б не були відображення φ*(1): D ↦ D і ψ*(1): 𝔸P ↦ 𝔸R, знайдуться такі b1, ..., bn ∊ D і такий предикат P (n) ∊ 𝔸P, що буде P (b1, ..., bn), але ¬ ψ*(P) (φ*(b1), ..., φ*(bn)). Візьмемо в якості таких відображень φ*(1) і ψ*(1) обернення φ–1(1): D ↦ D і ψ–1(1): 𝔸P ↦ 𝔸R якихось таких відображень φ(1) і ψ(1), які забезпечують виконання тієї умови, що 𝔸P є перейменуванням 𝔸R. Маємо: ¬ ψ–1(P) (φ–1(b1), ..., φ–1(bn)). Далі, в си­лу пункту (ii) означення поняття системи альтернатив (див. [1, с. 87–88] в 𝔸R знайдеться такий предикат T(n), що T (φ–1(b1), ..., φ–1(bn)). Звідки разом з умо­вою (3) випливає, що ψ(T) (φ(φ–1(b1)), ..., φ(φ–1(bn))), що, в силу взаємної одно­значності φ(1) означає, що φ(φ–1(a)) = a для всіх a ∊ D, а отже — що ψ(T) (b1, ..., bn). І оскільки ψ[𝔸R] = 𝔸P (де ψ[M] — це образ множини M за відображення ψ(1)), то виходить, що ψ(T (n)) = P (n) — оскільки ψ(T) (b1, ..., bn) ∧ P (b1, ..., bn) і ψ(T (n)), P (n) ∊ 𝔸P, — що суперечить взаємно-однозначності ψ(1). Таким чином, початкове припущення хибне, і якщо 𝔸P є перейменуванням 𝔸R, то й 𝔸R є перейменуванням 𝔸P.

Транзитивність відношення перейменування очевидна. □

З Твердження 14, а точніше, з факту симетричності відношення пе­рейменування безпосередньо випливає

НАСЛІДОК. Якщо якась система альтернатив є перейменуванням якоїсь другої системи альтернатив, то обидві вони суть взаємні переймену­вання. Або, інакше кажучи: відношення перейменування зумовлює (імплікує) бінарне відношення взаємного перейменування.

Зокрема, це означає, що умова (3) зумовлює формально більш сильну умову

		R (a1, ..., an) ↔ ψ(R) (φ(a1), ..., φ(an)),

		





яка характеризує відношення взаємного перейменування.

Друга важлива властивість відношення перейменування (а отже й бі­нарного відношення взаємного перейменування) полягає в тому, що відобра­ження ψ(1), яке входить в означення поняття перейменування, зіставляє між собою предикати з рівночисе́льними областями істинності (це випливає із симетрії відношення). Саме це й є причиною вибору назви: бо з точки зору екстенсіонального підходу ми ніби перейменовуємо предикати за допомогою відображення ψ(1), зберігаючи їхні графіки; з точки зору інтенсіонального підходу, якого ми дотримуємося, ми маємо тут зіставлення еквівалентних предикатів, що доволі близько до інтуїції перейменування.

Симетричність відношення перейменування означає, що його можна узагальнити з бінарного до n-арного відношення для довільного n ≥ 2. Для цього введемо допоміжну технічну конструкцію. Розглянемо ін’єктивну функцію ζn(1): ℕ ↦ ℕ таку, що ζn(0) = 0, 1 ≤ ζn(x) ≤ n, якщо 1 ≤ x ≤ n, і ζn(x) = 0, якщо x > n. Всяка така функція здійснює перестановку довільних об’єктів, занумерованих числами від 1 до n, перетворюючи кортеж (послідовність) <a1, ..., an> на кортеж <aζn(1), ..., aζn(n)>. Через ‘<a*ζn(1), ..., a*ζn(p)>’ позначимо таку перестановку кортежу <aζn(1), ..., aζn(p)>, в якій p ≤ n і номери ζn(i) розміщені в порядку зростання, інакше кажучи, в якій якщо ζn(i) < ζn(i) для i, j ≤ p, то й aζn(i) ≺ aζn(j) (де ≺(2) — відношення передування в послідовностях).

Нехай тепер дано кортеж 𝕒 = <𝔸l>l≤k систем альтернатив на D. Еле­менти 𝕒 назвемо взаємними перейменуваннями, я. я. існують відношення Φ(k) з графіком GΦ ⊆ Dk і Ψ(k) з графіком GΨ ⊆ 𝔸1×...×𝔸k такі, що

1) для всіх a1, ..., ak ∊ D, якщо Φ (a1, ..., ak), то для будь-яких aζk(1), ..., aζk(k–1) ∊ {a1, ..., ak} знайдеться єдиний такий aζk(k) ∊ D, що Φ (a*ζk(1), ..., a*ζk(k));

2) для всіх P1(n), ..., Pk(n) ∊ ⋃i≤k𝔸i, якщо Ψ (P1(n), ..., Pk(n)), то для будь-яких Pζk(1)(n), ..., Pζk(k–1)(n) ∊ {P1(n), ..., Pk(n)} знайдеться єдиний такий Pζk(k)(n) ∊ ⋃i≤k𝔸i, що Ψ (P*ζk(1)(n), ..., P*ζk(k)(n));

3) для всіх a1,1, ..., a1,k, a2,1, ..., a2,k, ..., an,1, ..., an,k ∊ D і всіх P1(n), ..., Pk(n) ∊ ⋃i≤k𝔸i, якщо Φ (ai,1, ..., ai,k) для кожного 1 ≤ i ≤ n, і якщо Ψ (P1(n), ..., Pk(n)), то Pζk(1) (a1, ζk(1), ..., a1, ζk(1)) → Pζk(i) (a1, ζk(i), ..., a1, ζk(i)) для всіх 1 ≤ i ≤ k.

Про так означене відношення перейменування між системами альтер­натив 𝔸1×...×𝔸n говоритимемо як про n-арне відношення взаємного перейме­нування. Введемо наступне позначення:

		⇔i ∊ I Pi (x1, ..., xn) ≡Df i ∊ I Pi (x1, ..., xn) ∨ i ∊ I ¬ Pi (x1, ..., xn).

		(4)





Як видно з цього означення, воно задає n-місне відношення еквівалентності. Має місце

ТВЕРДЖЕННЯ 15. Системи альтернатив 𝔸1, ..., 𝔸k суть взаємні перейменування, я. я. для всіх P1(n) ∊ 𝔸1, ..., Pk(n) ∊ 𝔸k, для яких вірно, що Ψ (P1(n), ..., Pk(n)), за будь-яких  a1,1, ..., an,k ∊ D таких, що Φ (a1,1, ..., a1,k) ∧ ... ∧ Φ (an,1, ..., an,k), на D істинна формула ⇔1 ≤ i ≤ k Pi (a1,i, ..., an,i).

Доведення. Нехай здійснюються умови Твердження 15 і нехай Pi (a1,i, ..., an,i) для якогось фіксованого 1 ≤ i ≤ k. Тоді з означення n-арного відношення взаємного перейменування випливає, що Pj (a1, j, ..., an, j) для кожного 1 ≤ j ≤ k такого, що j ≠ i, а отже, 1 ≤ i≤ k Pi (a1, i, ..., an, i). Нехай тепер здійснюються умови Твердження 15 і при цьому ¬ Pi (a1,i, ..., an, i) для деякого 1 ≤ i ≤ k. Контрапозиція умови 3) означення n-арного відношення взаємного перейменування стверджує, що якщо висловлювання Pi (a1,i, ..., an,i) хибне хоча б для одного 1 ≤ i ≤ k, буде хибним і Pj (a1, j, ..., an, j) для кожного 1 ≤ j ≠ i ≤ k, а відтак матиме місце кон’юнкція 1 ≤ i≤ k ¬ Pi (a1, i, ..., an, i). А це, в силу означення (4), і доводить Твердження 15. □

4. Зсув. Казатимемо, що дві системи альтернатив 𝔸1 і 𝔸2 на D перебу­вають у відношенні зсуву відносно (щодо) відображення ψ(1): 𝔸1 ↦ 𝔸2, або, простіше, перебувають у відношенні ψ-зсуву, я. я. ψ(1) взаємно-однозначне і для будь-якого предиката P(n) ∊ 𝔸1 та деяких k, l ≥ 1 в будь-якій насиченій Ω знайдуться такі попарно несумісні предикати S1(n), ..., Sk(n), T1(n), ..., Tl(n), що ψ(P (n)) ≡ (P (n) ∧ 1 ≤ i≤ k¬ Si (n)) ∨ 1 ≤ j≤ l Tj (n).  Казатимемо, що 𝔸1 і 𝔸2 просто перебувають у відношенні зсуву, я. я. знайдеться таке ψ(1): 𝔸1 ↦ 𝔸2, що 𝔸1 і 𝔸2 перебувають у відношенні ψ-зсуву.

Таким чином, ми означили два бінарні відношення зсуву. Основна властивість другого з них, не залежного від вибору відображення ψ(1), нас­тупна:

ТВЕРДЖЕННЯ 16. Бінарне відношення зсуву є відношенням еквіва­лентності.

Доведення. Рефлексивність очевидна (в якості ψ(1) беремо id(1), в якості S (n) і T (n) (тобто, k = l = 1) беремо будь-який — а за екстенсіонального підходу: єдиний — IF (n)).

Доведемо симетрію. Нехай 𝔸1 і 𝔸2 перебувають у відношенні ψ-зсуву. Тоді, оскільки (A ∧ ¬B) ∨ B ≡ A ∨ B і  (A ∨ B) ∧ ¬B ≡ A ∧ ¬B, то для всякого P (n) ∊ 𝔸1 маємо

(ψ(P (n)) ∧ 1 ≤ j≤ l¬ Tj (n)) ∨ 1 ≤ i≤ k Si (n) ≡ 

≡ (((P (n) ∧ 1 ≤ i≤ k¬ Si (n)) ∨ 1 ≤ j≤ l Tj (n)) ∧ 1 ≤ j≤ l¬ Tj (n)) ∨ 1 ≤ i≤ k Si (n) ≡ 

≡ ((P (n) ∧ 1 ≤ i≤ k¬ Si (n)) ∧ 1 ≤ j≤ l¬ Tj (n)) ∨ 1 ≤ i≤ k Si (n) ≡ 

≡ (P (n) ∧ 1 ≤ j≤ l¬ Tj (n)) ∨ 1 ≤ i≤ k Si (n).

В силу взаємної однозначності ψ(1) це має місце для будь-якого R (n) ∊ 𝔸2, тобто, для всякого R (n) ∊ 𝔸2 існує P (n) ∊ 𝔸1 такий, що R (n) = ψ(P (n)), а отже й P (n) = ψ–1(R (n)); відтак, для всіх R (n) ∊ 𝔸2 вірно, що

(R (n) ∧ 1 ≤ j≤ l¬ Tj (n)) ∨ 1 ≤ i≤ k Si (n) ≡ (ψ(P (n)) ∧ 1 ≤ j≤ l¬ Tj (n)) ∨ 1 ≤ i≤ k Si (n).

А це означає, що кон’юнкція 1 ≤ j≤ l¬ Tj (n) та диз’юнкція 1 ≤ i≤ k Si (n) грають від­носно всякого R (n) ∊ 𝔸2 ту саму роль, що й кон’юнкція 1 ≤ i≤ k¬ Si (n) і диз’юнк­ція 1 ≤ j≤ l Tj (n) відносно всякого P (n) ∊ 𝔸1. Відтак, 𝔸2 і 𝔸1 перебувають у відно­шенні ψ-зсуву.

Нарешті, доведемо транзитивність. Нехай 𝔸1 і 𝔸2 перебувають у від­ношенні ψ1,2-зсуву, а 𝔸2 і 𝔸3 перебувають у відношенні ψ2,3-зсуву і нехай S1,1(n), ..., S1, k(n), T1,1(n), ..., T1, l(n) — це предикати, передбачені означенням для випадку ψ1,2-зсуву, а S2,1(n), ..., S2, m(n), T2,1(n), ..., T2, p(n) — це предикати, передба­чені означенням для випадку ψ2,3-зсуву. Тоді функція  ψ1,3(1): 𝔸1 ↦ 𝔸3, задана умовою ψ1,3(x) = ψ2,3(ψ1,2(x)), очевидно є взаємно-однозначним відображен­ням. В силу ж попарної несумісності предикатів S1, i(n), T1, j(n) та S2,e(n), T2,o(n) (1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ l, 1 ≤ e ≤ m, 1 ≤ o ≤ p) і того, що 

((A ∧ ¬B) ∨ C) ↔ ((A ∨ C) ∧ ¬B) ≡ B | C,

маємо, що для кожного всякого P (n) ∊ 𝔸1

(((ψ1,3(P (n)) ∧ 1 ≤ i ≤ k¬ S1,i (n)) ∨ 1 ≤  j ≤ lT1, j (n)) ∧ 1 ≤ e ≤ m¬ S2,i (n)) ∨ 1 ≤ o≤ pT2,o(n) ≡

 ≡ (((ψ1,3(P (n)) ∧ 1 ≤  i ≤ k¬ S1,i (n) ∧ 1 ≤  e ≤ m¬ S2,i (n)) ∨ 1 ≤  j ≤ lT1, j (n) ∨ 1 ≤ o ≤ pT2,o(n),

відтак, остаточно, 𝔸1 і 𝔸3 перебувають у відношенні ψ1,3-зсуву.

Таким чином, бінарне відношення зсуву рефлексивне, симетричне та транзитивне, а отже, є відношенням еквівалентності. □

Оскільки бінарне відношення зсуву симетричне, воно легко узагаль­нюється до такого самого n-арного відношення. А саме, казатимемо, що сис­теми альтернатив 𝔸1, ..., 𝔸n на D перебувають в n-арному відношенні зсуву, я. я. для кожного 1 ≤ i ≤ n–1 знайдуться такі відображення ψi(1): 𝔸i ↦ 𝔸i+1, що 𝔸i  та 𝔸i+1 перебувають у відношенні ψi-зсуву. Якщо ж системи альтернатив 𝔸1, ..., 𝔸n на D перебувають в n-арному відношенні зсуву і при цьому 𝔸n і 𝔸1 перебувають у відношенні зсуву, казатимемо, що 𝔸1, ..., 𝔸n перебувають у циклічному n-арному відношенні зсуву. Можна означувати і ще вужчі відно­шення зсуву, встановлюючи додаткові обмеження на предикати, які входять у порівнювані системи альтернатив (таким обмеженням може бути еквівалент­ність, яка зумовить рівночисе́льність).

Нехай системи альтернатив 𝔸1, ..., 𝔸n на D перебувають в n-арному (відповідно, циклічному n-арному) відношенні зсуву такому, що для кожного 1 ≤ i ≤ n–1 існують передбачені означенням відображення ψi(1): 𝔸i ↦ 𝔸i+1 такі, що 𝔸i та 𝔸i+1 перебувають у відношенні ψi-зсуву (відповідно, вказані відобра­ження, а також відображення ψn(1): 𝔸n ↦ 𝔸1, за рахунок якого 𝔸n та 𝔸1 перебувають у відношенні ψn-зсуву). Тоді відношення Ψ(n) з графіком GΨ ⊆ 𝔸1×...×𝔸n таке, що для всіх P1(n) ∊ 𝔸1, ..., Pn(n) ∊ 𝔸n має місце еквіваленція Ψ(P1(n), ..., Pn(n)) ↔ (ψ1(P1(n)) = P2(n) ∧ ... ∧ ψn–1(Pn–1(n)) = Pn(n)) (відповідно,

Ψ(P1(n), ..., Pn(n)) ↔ (ψ1(P1(n)) = P2(n) ∧ ... ∧ ψn–1(Pn–1(n)) = Pn(n) ∧ ψn(Pn(n)) = P1(n))) назвемо стрижневи́м відношенням вказаного відношення n‑арного (відповідно, циклічного n-арного) відношення зсуву між вказаними 𝔸1, ..., 𝔸n.

Приклад. Нехай дано D, Ω, системи альтернатив 𝔸P = {P1(n), P2(n), P3(n)}, 𝔸R = {R1(n), R2(n), R3(n)}, 𝔸S = {S1(n), S2(n), S3(n)} на D і відображення ψ1(1): 𝔸P ↦ 𝔸R, ψ2(1): 𝔸R ↦ 𝔸S та ψ3(1): 𝔸S ↦ 𝔸P такі, що Gψ1 = {<P1(n), R1(n)>, <P2(n), R2(n)>, <P3(n), R3(n)>}, Gψ2 = {<R1(n), S1(n)>, <R2(n), S2(n)>, <R3(n), S3(n)>}, Gψ3 = {<S3(n), P1(n)>, <S1(n), P2(n)>, <S2(n), P3(n)>}, і 𝔸P та 𝔸R перебувають у відношенні ψ1-зсуву, 𝔸R та 𝔸S перебувають у відношенні ψ2-зсуву, а 𝔸S та 𝔸P перебувають у відношенні ψ3‑зсуву. В такому разі 𝔸P, 𝔸R, 𝔸S перебувають у 3-місному відношенні зсуву (яке забезпечують відображення ψ1(1) та ψ2(1)) і водночас у циклічному 3‑місному відношенні зсуву (яке забезпечують відображення ψ1(1), ψ2(1) та ψ3(1)), а відношення Ψ(3) з графіком GΨ ⊆ 𝔸P×𝔸R×𝔸S таке, що GΨ = {<P1(n), R1(n), S1(n)>, <P2(n), R2(n), S2(n)>, <P3(n), R3(n), S3(n)>} є стрижневим відношенням обох вказаних 3-місних відношень зсуву між 𝔸P, 𝔸R та 𝔸S.

При подальшому розгляді властивостей систем альтернатив ми, серед іншого, плануємо розглянути також і наступне

ПИТАННЯ. Якщо між даними системами альтернатив 𝔸1, ..., 𝔸k на­явне k-місне (циклічне k-місне) відношення зсуву, якою є числова залежність F (k, p, m) = 0 між кількістю k заданих систем альтернатив, потужністю p кожної з них та кількістю m стрижневих відношень Ψ(k) заданого відношен­ня зсуву?
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